Algebra III - Abstraktna algebra, 29.08.2017.

1. (a) Naj bo S mnozica moc¢i n € N. Koliko razliénih binarnih operacij lahko definiramo na
mnozici S?7

(b) Dokazite, da tvorijo vse matrike oblike

cosa —Ssin«
sine  cos«

} , a€eR
grupo za obicajno operacijo mnozenja matrik.

Re.

a) |S| =n = |S x S| =n% Vsak od n? elementov se lahko preslika v n razliénih elementov;

nn-..-n=n" = obstaja n™ razlicnih binarnih operacij.

() {cosoz —sin a] _ [cosﬁ — sin ﬁ] _ [cos(oz +B) —sin(a+ B)]
sina cosa sinf  cosf3 sin(fa+ )  cos(a+ f)

cos0 —sin0 1 0.

[sin() COSO:| - [0 1]’

{cosoz —sina] _ {cos(—oz) —sin(—a)} B [1 0] B {cos(—a) —sin(—oz)} _ {cosoz —sina}

sina  cosa sin(—a)  cos(—a) 01 sin(—a)  cos(—a) sina  cosa

I

2. Podane so naslednje permutacije:

_(r234y g (1234 1234y o (1234
““l\23a1) " \1324) 7 (2143)°"\3124)
(a) Zapisite ciklicne dekompozicije permutacij.

(b) Permutacije izrazite kot produkt transpozicij.

(¢) Izracunajte af, fa, a~'B, fa?, (aB)~2, afa®, 7167~ in 5%

Re.
a = (1234), 8 = (23), v = (12)(34), § = (132).
a = (14)(13)(12), B8 = (23), v = (12)(34), 6 = (12)(13).

af = (124), Ba = (134), o~ '8 = (143), Ba? = (1243), (af)~2 = (124), afa® = (34),
7By = (14) in yf%a = (24).

3. (a) Poisci odseke podgrupe (4) v grupi Zi, in konstruiraj Cayley-evo tabelo za kvocientno
grupo Zia/(4).

(b) Ce obstaja, poisci kak netrivialni homomorfizem ¢ : Zyo — Zy4.

Re.
(a) {0,4,8},{1,5,9},{2,6,10},{3, 7,11},



+ (4) 1+{4) 2+(4) 3+ (4)

(4) (4) 1+{4) 2+(4) 3+ (4)
I+ [ 1+@) 2+44) 3+4) (4)
24 (4) |2+ (4) 3+ (4) (4) 1+ (4)
3+ (4) | 3+ (4) (4) 1+ (4) 2+ (4)

(b) Naj bo ¢(1) = a. )
12=1414..41=0,00)=p(12) =p(1+ ...+ 1) =p(1) + ... + ¢(1) = 12a = 0. Ce je a = 1,
potem ©(j) = j je homomorfizem.

4. Diederska grupa G = Dg na naraven nacin deluje na mnozici oglis¢ pravilnega 6-kotnika,
oznacimo jo z X = {1,2,3,4,5,6}. Enako velja za njene podgrupe H = (p), K = (1) in L = (1p)
kjer je p = (123456) in 7 = (26)(35).

(a) Poisci orbite delovanj grup G, H, K in L na X!

(b) Spomnimo se: Delovanje je tranzitivno, ¢e za poljubna x1, 25 € X, obstaja g € G, da je
1 = g * To. Katera izmed delovanj G, H, K in L so tranzitivna?

(c) Spomnimo se: Delovanje je zvesto, e Vg € G: gxx =z Vo € X = g = e. Je delovanje G na
X zvesto? Kaj pa ostala delovanja?

Re.

(a) Orbite delovanj grup G je X; orbite delovanj grup H je X; orbite delovanj grup K so {1},
{2,6}, {3,5} in {4}; orbite delovanj grup L so {1,6}, {2,5} in {3,4}.

(b) H in K sta tranzitivna, K in L nista.

(c) Vse s§tiri grupe so zvesta.
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