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To so zapiski predavanj, ki sem jih imel zadnjih nekaj let pri izbirnem pred-
metu Afina in projektivna geometrija.

Ales Vavpetic
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OZNAKE

P U mo¢ mnozice X

Fpooo polje s p elementi

Aut(O) .ol grupa avtomorfizmov obsega O

LinX ..., linearna ogrinja¢a mnozice X

AfX oo afina ogrinja¢a mnozice X

CX v konstantna preslikava, ki vse preslika v tocko X
Al, A2, A3, A4, A5...pet aksiomov v afini geometriji

A(A) oo afina geometrija nad afinim prostorom A
P(V).oooooo projektivna geometrija nad vektorskim prostorom V'
PV o mnozica tock projektivne geometrije P (V)
A(A) oo grupa afinih transformacij afinega prostora A
D(A). ..ot grupa dilatacij afinega prostora A

T(A) oo grupa translacij afinega prostora A

Ro(A) ..ot mnozica raztegov afine ravnine A s sredis¢em v O






1 UvoD

UVOD

Geometrija G razseznosti n se sestoji iz n mnozic Gy, G1,...,G,_1. Elemente
mnozice Gy imenujemo tocke geometrije G, elemente G; premice, elemente
Go ravnine,... Med mnozicama Go in G; je podana incidenéna relacija. Ce stal
totka X € Gy in premica p € Gy v relaciji, pravimo, da X lezi na p oziroma
p gre skozi X in piSemo X € p. Prav tako so podane inciden¢ne relacije
za ostale pare mnozic G; in Gj. Ce predpisemo aksiome, katerim morajo
zadoscati incidencne relacije, dobimo razlicne geometrije, kot so evklidska,
afina, projektivna, hiperboli¢na ...

Transformacija geometrije 7: G — G se sestoji iz n bijekcij 7;: G; — G;, ki so
usklajene z inciden¢nimi relacijami. Pri nekaterih geometrijah poleg aksi-
omov za inciden¢ne relacije podamo Se aksiome za mnozico transformacij
geometrije. Tako na primer pri evklidski ravnini zahtevamo, da transforma-
cije ohranjajo pravi kot. Iz tega aksioma sledi, da se pri transformacijah ev-
klidske ravnine ohranjajo tudi ostali koti, dolzina, vzporednost ... Koli¢ine,
ki se ohranjajo s transformacijami geometrije G, imenujemo invariante. Fe-
lix Klein je opisal geometrijo kot preucevanje lastnosti, ki se ohranjajo pri
doloc¢enih transformacijah.

Zakaj bi preucevali neevklidske geometrije, ¢e pa zivimo v evklidskem pro-
storu? Vemo tudi, da se pri togih premikih, ki jih Stejemo za transformacije
evklidske geometrije, ohranjajo koti, razdalje ... Okrog leta 300 pred nasim
Stetjem je Evklid napisal zbirko Elementi, ki obsega 13 knjig. Na zacetku
prve knjige je Evklid zapisal pet postulatov za ravninsko geometrijo. Zapi-
sani v sodobnem matemati¢nem jeziku se glasijo takole.

E1. Skozi razli¢ni toc¢ki poteka natanko ena premica.
E2. Premica je neomejena.

E3. Za razli¢ni tocki obstaja kroznica, ki ima srediS¢e v prvi tocki in
poteka skozi drugo.
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E4. Vsi pravi koti so med seboj skladni.

E5. Za vsako tocko X in premico p obstaja natanko ena premica, ki
gre skozi X in je vzporedna s p.

Dolgo casa je bilo vprasanje, ¢e ni morda zadnji postulat o vzporednosti po-
sledica prvih &tirih. Sele v 19. stoletju sta Janos Bolyai in Nikolaj Ivanovié
Lobacevski neodvisno odkrila hiperboli¢no ravninsko geometrijo, ki zadosc¢a
prvim Stirim Evklidovim postulatom, a ne zadoS¢a postulatu o vzporednosti.

Studij neevklidskih geometrij e zdale¢ ni namenjen le ”teoreti¢ni” matema-
tiki. Vsakdo ve, da evklidska geometrija ni primerna za prikaz premikanja
objekta na racunalniskem ekranu.

Zgoraj je prikazana kocka, ki jo prestavimo v levo in desno. Opazimo, da
se koti ne ohranjajo. Da se pri ”pravih” transformacijah ravnine, ki jo
predstavlja ra¢unalniski ekran, ne ohranjajo koti in dolzina, je dobro vidno
pri prostorskih slikah.

Evklidska ravnina je v nekem smislu nesimetri¢na. Dve premici v njej sta
bodisi vzporedni bodisi se sekata. V njej imamo tri tipe stoznic — to so elipse,
hiperbole in parabole. Ali ni morda bolj naravna ravninska geometrija, v
kateri se poljubni premici sekata in obstaja le en tip stoznic?



2 AFINA GEOMETRIJA

AFINI PODPROSTORI

Definicija 2.1 Naj bodo V' koncnorazsezen vektorski prostor nad obse-
gom O, U <V wvektorski podprostor in a € V. Mnozico a+U = {a+z |
x € U} imenujemo afin podprostor vV . MnoZica A je afin prostor,
ce je afin podprostor v kaksnem vektorskem prostoru.

Veéasih ni pomemben vektorski prostor V' v katerem lezi afin podprostor A.
Zanima nas le obseg O, nad katerim je V' vektorski prostor. Tedaj pravimo,
da je A afin prostor nad obsegom O.

Lema 2.2 Naj bosta V' wvektorski prostor in A = a + U afin podprostor v
V. Tedaj za vsako tocko b € A velja A=0b+U.

Dokaz: Naj bo b € A. Tedaj obstaja u € U, da je b = a + u. Za vsak
xeUjea+x=b+(a—b)+z=b—ut+x€b+U. Torejjea+U C b+U.
Enako pokazemo, da jeb+U Ca+U. O

Posledica 2.3 Na bodo V' wvektorski prostor, A =a+U in B =b+W afina
podprostora v V. Ce je AC B, je U < W.

Dokaz: Ker je a € A C B, je po prejsnji lemi B=a+ W. Ker jea+ U =
ACB=a+W,jeU<W. O

Od tod dobimo, da je z afinim prostorom pripadajoci vektorski podprostor
natanko dolocen.

Posledica 2.4 Naj bo A afin podprostor v vektorskem prostoru V. Ce je
A=a+U in A=b+W, jeU=W.
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Definicija 2.5 RazseZnost afinega prostora A = a + U je dim A =
dim U.

Enorazsezne afine prostore imenujemo afine premice, dvorazsezne afine rav-
nine in (dim V' — 1) razsezne imenujemo afine hiperravnine.

Primer: Naj bo V = F% vektorski prostor s 4 tockami. V V obstajajo
trije enorazsezni vektorski podprostori X = Fy x {0}, Y = {0} x Fg in
"diagonala” Z = {(z,z) € V | x € Fo}. Tedaj je

(0,0) + X = (1,0) + X, 0,1)+ X = (1,1) + X,
(0,0)+Y = (0,1) + Y, (1,0)+Y = (1,1) + Y,
(0,0)+ Z = (1,1) + Z, (0,1)+ Z = (1,0) + Z.

Zato je v V Sest afininih premic, kolikor je vseh dvoelementnih podmnozic
v V. Torej so afine premice v V natanko vse dvoelementne pomnozice v
V. Enako velja tudi za afine premice v vektorskem prostoru Fg za poljuben
n € N.

Definicija 2.6 Naj bodo V wvektorski prostor nad obsegom O, A afin
podprostor vV in ay,...,a; € A. Vsoto Zi-c:l Aia;, kjer so A, ..., \p €
O taki skalarji, da je Zle A = 1, imenujemo afina kombinacija tock
aiy...,0q.

Trditev 2.7 Naj bo V wektorski prostor. PodmnoZica A C V' je afin pod-
prostor natanko tedaj, ko poljubna afina kombinacija tock iz A lezi v A.

Dokaz: Naj bo A afin podprostor v V. Torej obstajata U < V vektorski
podprostor in a € V, da je A = a+ U. Naj bodo aq,...,a; € A poljubne
tocke in A1,...,A\r € O taki skalarji, da je Z?Zl A; = 1. Tedaj obstajajo
x1,...,xx €V,dajea; =a+x; zavsei € {1,...,k}, zato je

k k

k k k
Z)\iai = Z)\Z(a+xl) = Z)\za—FZ)\ll'l = a+Z)\¢$¢ ca+U.
=1 i=1 i=1

i=1 =1

Denimo, da poljubna afina kombinacija tock iz A lezi v A. Izberimo a € A
in definirajmo U = {b —a | b € A}. Radi bi pokazali, da je U vektorski
podprostor v V. Naj bodo x,y € U in «, 8 € O. Tedaj obstajata b,c € A,
da je x = b—a in y = ¢ — a, zato je linearna kombinacija

ar+py=alb—a)+B(c—a)eU
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natanko tedaj, ko je vsota
at+alb—a)+B(c—a)=(1—a—LB)a+ab+ Bce A.

Kerje (1—a—-p8)+a+8=1,je (1 —a—pB)a+ ab+ Bc afina kombinacija
treh tock iz A, zato je po predpostavki (1 — o — f)a + ab + fc € A. Torej
jear+ Py =a(b—a)+ B(c—a) € U in zato je U vektorski podprostor. [J

Hitro se lahko prepricamo, da ni mo¢ osibiti predpostavke izreka in zapisati,
da je A C V je afin podprostor natanko tedaj, ko poljubna afina kombinacija
dveh tock iz A lezi v A. Naj bosta O =Fy in V = F% Ceje M + Ao = 1,
je A1 =01in Ao = 1 ali pa je Ay =1 in Ay = 0. Torej je afina kombinacija
Ata1 + Xoao tock ap in ao enaka a; ali as. Zato za vsako podmnozico
A C V velja, da poljubna afina kombinacija dveh tock iz A lezi v . A. Vendar
trielementne mnozice niso afini podprostori v V.

V dokazu trditve nismo uporabili, da afina kombinacija poljubnega Stevila
tock iz A lezi v A. Shajali smo le z afinimi kombinacijami treh elementov.
Kdaj iz dejstva, da poljubna afina kombinacija dveh tock iz A lezi v A, ni
mogoce sklepati, da poljubna afina kombinacija treh tock iz A lezi v A?

Naj za podmnozico A C V velja, da poljubna afina kombinacija dveh tock
iz A lezi v A. Naj bodo a,b,c € A poljubne tocke in a, 3,y € O taki
nenicelni skalarji, daje a + 8+~ =1. Ceje a+ 8 #0, je aa + Bb+yc =
(a+B)((a+pB) " aa+(a+B) 7 Bb)+ve. Kerje (a+B) " at(at+pf) 18 =1,
je (a+ B)taa+ (a+ B)718b € A. Ker je (a+ B) +v = 1, je tako tudi
aa+ Bb+yec=(a+B)((a+B) taa+ (a+ B)718b) + vc € A.

Ce torej za obseg O velja, da je vsota dveh izmed poljubnih treh nenicelnih
skalarjev «, 8 in v, za katere je o + 8 + v = 1, razli¢na od 0, lahko pogoj
"poljubna afina kombinacija treh tock” zamenjamo s pogojem ”poljubna
afina kombinacija dveh to¢k”. Denimo, da obseg O ne zadoS¢a temu pogoju.
Tedaj obstajajo nenicelni skalarji o, 8,7 € O, da je a+ 4+~ = 1 in
at+pf=a+y=F+7=0. Torejjea==~v=1,sepravi, 1 +1+1=1
oziroma 2 -1 = 0. Tako smo dokazali naslednjo trditev.

Trditev 2.8 Naj bo V wvektorski prostor nad obsegom O karakteristike razlicne
od 2. Podmnozica A C'V je afin podprostor natanko tedaj, ko poljubna afina
kombinacija dveh tock iz A lezi v A.

Trditev 2.9 Naj bosta V vektorski prostor in {Ax}rea druzZina afinih pod-
prostorov v V. Ce je presek Nxea Ax neprazen, je afin podprostor v V.
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Dokaz: Za vsak A € A obstajata Uy < V in ay € V, da je Ay = a) + U,.
Naj bo presek A = Nycp Ay neprazen. Izberimo a € A. Po lemi 2.2 je
Ay = a+ Uy za vsak A € A. Tako je A = Nyeala + Uy) = a + NyeaUax.
Presek vektorskih podprostorov v V' je vektorski podprostor v V', zato je A
afin podprostor v V. U

Definicija 2.10 Naj bo X neprazna podmnoZzica vektorskega prostora
V. Afina ogrinjaca Af(X) mnozice X je presek vseh afinih podpro-
storov v V', ki vsebujejo X.

Po prejsnji trditvi je afina ogrinjaca vedno afin podprostor. Vemo, da je
linearna ogrinja¢a mnozice X C V enaka mnozici vseh linearnih kombinacij
elementov iz X. Pri afini ogrinjaci velja analogna enakost.

Trditev 2.11 Naj bosta V' wektorski prostor nad obsegom O in X C V
neprazna podmnozica. Tedaj je Af(X) = {d " Nizi | n € Nyzy,...,x, €
X‘/)\lv"'?)\’n € 072?:1 )\L - 1}

Dokaz: Oznacimo Y := {} "  Nz; | n € Nyzy,...,2p € X, N,..., )\, €
O, 3" N =1}.

Poljuben element Y " ; \jz; € Y je afina kombinacija elementov iz X C
Af(X). Po trditvi 2.7 je >°1" | Aiw; € Af(X).

Ker je X C Y, je za vsebovanost Af(X) C Y dovolj pokazati, da je Y afin
podprostor v V. Naj bodo y1,...,yr € Y poljubni elementi in pq,...,ux €
O taki skalarji, da je Zle i = 1. Za vsak i € {1,...,k} obstajajo n; € N,
xl,...,:c;l € X in X ,...,)\%i € O, da je Z] 1)\3 = 1, in velja y; =

Z] 1>\; ; Tedaj je

nq

> zm@x ) =3 (S niiet)

= i=1 j=1
afina kombinacija, saj je Zle (Z?;l(uz)\;)) = Zle i = 1. Po trditvi 2.7
je Y afin podprostor v V. U

Lema 2.12 Naj bosta A=a+U in B=b+W afina podprostora v vektor-
skem prostoru V. Tedaj je AN B # () natanko tedaj, ko je b—a € U + W.
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Dokaz: Denimo, da je presek A N B neprazen. Tedaj obstajata u € U in
weW,dajeat+u=b+w. Zatojeb—a=u—welU+W.

Cepajeb—aec U+ W, obstajatau e Uinw € W, dajeb—a =u+ w.
To pomeni, dajea+u=b—w e (a+U)N(b+W)=ANDB, zato je presek
neprazen. O

Lema 2.13 Naj bodo V' wvektorski prostor, U, W <V wvektorska podprostora
in a,b €V poljubna vektorja. Tedaj je

Af((a+U)U(b+W)) =a+ (U+ W +Lin{b — a}).

Dokaz: Oznacimo T := U + W + Lin{b—a}. Kerje U <T,jea+U C
a+T. Kerjebe a+T, polemi 2.2 velja a+T = b+ T. Torej je tudi
b+ W Cb+T =a+T. Od tod sledi, da je Af((a+U)U (b+W)) Ca+T.

Naj bo B poljuben afin podprostor v V', ki vsebuje mnozico (a+U)U(b+W).
Ker sta a,b € B, obstaja vektorski podprostor S < V,daje B=a+ S =
b+S. Kerjea+U Ca+S,jeU<S,inkerjeb+W Ca+S=0b+S5, je
W< S Kerjebea+ S, jeb—a € S in zato tudi Lin{b — a} < S. Tako
smo pokazali, da je U+ W + Lin{b—a} < Sinzatoa+T Ca+S=B. O

Trditev 2.14 Naj bosta A = a+ U in B = b+ W afina podprostora v
vektorskem prostoru V.

a. Ceje ANB =10, jedimAf(AUB) = dim(U + W) + 1.

b. Ceje ANB # 0, je dim Af(AU B) = dim(U + W).

Dokaz: Po prejsnji lemi je Af((a+U)U(b+W)) = a+(U+W +Lin{b—a})
in po lemi 2.12 je presek AN B = () natanko tedaj, ko b—a € U + W.

a. Ce je ANB = 0, je tako Af ((a+U)U(b+W)) = a+((U+W)&Lin{b—a})
in zato dim(U + W) + 1 = dim(U + W) + dim(Lin{b — a}) = dim(U + W +
Lin{b — a}) = dim Af(A U B).

b. Ceje ANB # 0, je Af((a+U)U (b+W)) = a+ (U + W) in zato
dim Af(AU B) = dim(U + W). 0

Ker je vsaka toCka v vektorskem prostoru enorazsezen afin podprostor, iz
zgornje trditve sledi naslednja karakterizacija.

Posledica 2.15 Naj bo A afin prostor. Tedaj je a € A natanko tedaj, ko
je dim Af(A U {a}) = dim A.
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Definicija 2.16 Afina podprostora A = a+U in B = b+ W wvektorskega
prostora V' sta vzporedna natanko tedaj, ko je U < W ali W < U.
Tedaj pisemo A || B.

Trditev 2.17 Naj bosta A in B afina podprostora v vektorskem prostoru
V.

a. Ceje ANB#0, je A || B natanko tedaj, ko je A C B ali B C A.

b. Ce je ANB = 0, je A || B natanko tedaj, ko je dim Af(A U B) =
max{dim A, dim B} + 1.

Dokaz: Naj bosta U, W < V vektorska podprostora in naj bosta a,b € V,
daje A=a+Uin B=b+W.

a. Izberimo c € ANB. Tedajje A=c+U in B=c+W. Zato je A | B
natanko tedaj, ko je U < W ali W < U, kar pa je natanko tedaj, ko je
AcC BalipaBCA.

b. Afina prostora A in B sta vzporedna natanko tedaj, koje W < U ali U <
W, to pa je natanko tedaj, ko je dim(U + W) = max{dim U, dim W}. Ker
je ANB =0, je po trditvi 2.14 razseznost dim Af(AUB) = dim(U +W)+1.
Torej je A || B natanko tedaj, ko je dim Af(AU B) = dim(U + W) + 1 =
max{dim U, dim W'} + 1. O

Naj bosta X premica in U ravnina v evklidskem prostoru R3, ki se sekata.
Tedaj za vsako tocko z € Af(X UU) = R? obstajata taksni razli¢ni tocki
x € X iny €U, da z lezi na premici xy. Temu ni tako, ¢e se X in U ne
sekata. Ce zapisemo X = a+ X in U =b+ U, je X C U, saj sta X in U
vzporedna. Tedaj za vsako tocko z € a + U velja, da je premica, ki seka X
in vsebuje z, vzporedna z ravnino U.

X
T

Afina prostora X in U se sekata. Afina prostora X in U se ne sekata.
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Zgornje bi radi posplosili na afine podprostore v vektorskem prostoru V' nad
poljubnim obsegom O. Kaj hitro naletimo na tezavo. Naj bosta O = F5 in
V = F3. Presek afinih podprostorov U = F3 x

{0} in X = {(0,0)} x Fy je neprazen. Naj bo

z = (1,0,1) ali katerakoli druga tocka, ki ni vy
X UU. Afina premica v V ima le dve tocki;
toliko kot obseg ©. Ce torej izberemo razliéni

tocki x € X inuw € U, je {x,u} ze premica v V,

ki pa seveda ne vsebuje tocke z. Je pa res, da U
je obseg Fy edini, ki nam dela preglavice, saj je :
premajhen — vsebuje namrec le nic¢lo in enoto. PosploSitev pa je mogoca pri
afinih podprostorih vi§je razseznosti, kot pove naslednja lema.

Lema 2.18 Naj bodo V' wvektorski prostor nad obsegom O # Fy, A, B CV
afina podprostora in ¢ € Af(AUB). Ce je ANB # () in dim Af(AUB) > 1,

obstajata razlicni tocki a € A in b € B, da tocka c lezi na premici ab.

Dokaz: Denimo, da je ¢ € A. Ce obstaja b € B — {c}, oznacimo a = c.
Tedaj je a # b in tocka c lezi na premici ab. Ce tak b ne obstaja, je B = {c}.
Ker je dim(A U B) > 1, obstaja a € A — {c} in oznac¢imo b = c¢. Enako
konstruiramo premico, ¢e je ¢ € B. Predpostavimo torej, da ¢ ¢ AU B.

Ker je c € Af(AUB), po trditvi 2.11 obstajajo a1, ...,an, € A, by, ..., by, € B
inaoy,...,oan,01,...,0m€0,dajec=>", aiai—FZ;-n:l Bib;in > i+
ZTzl B; = 1. Oznaéimo a = ) " ;; in f = 27:1 pj = 1. Tedaj je
a+p =1

Ceveljaa#0in B#0,jea=> " a aa;, € A b= Z;n:l B~1B;b; € B
in ¢ = aa + Bb. Ce je a = b, je tudi ¢ = a = b. Vendar smo predpostavili,
da ¢ € AU B. Zato je a # b in tocka c lezi na premici ab.

Denimo, da je eden od skalarjev « in 8 enak 0. Zaradi simetrije lahko
predpostavimo, da je « = 0 in tedaj je 8 = 1. Ker je obseg O # Ty,
obstaja skalar A € O, razliéen od 0 in 1. Izberimo se x € AN B in oznac¢imo
ag = A, Bp = =X ter ag = bg = x. Tedaj je ¢ = Z?:O o;a; + Z;n:() ﬁjbj in
Do @it ) ity Bj = 1. Sedaj sta oba skalarja a = 31 g a; in 8 = >, B;
razlicna od 0, zato po zgornjem obstajata razlicna a € A in b € B, da tocka
c lezi na premici ab. O
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AFINE KOORDINATE

Premica skozi tocki A in B v evklidskem prostoru je mnozica AB = {(1 —
MNA+ AB | A € R}. Torej je to mnozica vseh afinih kombinacij izbranih
elementov A in B. Vsak element (1 —A\)A+AB = A+ \(B — A) na premici
AB podamo tako, da povemo, za koliko se moramo premakniti od tocke A v
smeri vektorja AB. Enako storimo v n-razseznem afinem prostoru — podamo
izhodisce in potem Se n ”smeri”. Podobno je v vektorskem prostoru, kjer
pa je izhodisce vedno nicla.

Definicija 2.19 Mnozica {zo,...,zr} v vektorskem prostoru V je
afino neodvisna, ce je {x1 — xo,...,x; — x0} linearno neodvisna.

Na prvi pogled se zdi, da je za afino neodvisnost pomembno, kateri vektor
je prvi zapisan v mnozici, vendar temu ni tako.

Lema 2.20 Naj bo {xo,...,x} afino neodvisna mnoZica v vektorskem pro-
storu V. Tedaj je za vsak i € {1,...,k} tudi {z;,xo,...,Ti—1,Tit1,--, Tk}
afino neodvisna.

Dokaz: Naj bodo Ag, ..., Ai—1, Ai+1,..., A € O, da je
Ao(@o — @) + -+ Nim1 (@it — ) + Aip1 (Tir — @) + -+ Mgz —2) = 0.

Zavsak j € {1, cot—1e+1, . ,k‘} je )\j(:l?j—l‘i) = )\j(fl)j—l'o)—)\j(xi—l‘o),
zato iz zgornje enakosti sledi

A1(z1 —x0) + -+ Ai(xi — w0) + -+ + Ap(T) — T0) =0,

kjer je )\z' = —)\0 — s — )\z‘—l — )\i+1 — s — /\k' Ker je {l‘o,...,xk} afino
neodvisna mnozica, je {x1 — o,...,Zx — To} linearno neodvisna. Torej je
Al ==X = - = X = 0 od koder sledi, da je tudi Ay = 0. Tako so
vektorji {xg — zj, ..., xi—1 — T4, Tit1 — X, . . ., Tk — 24} linearno neodvisni in
zato so {x;, o, ..., Ti—1,Tit1, .- ., Tk} afino neodvisni. O

Ze iz definicije afine neodvisnosti je jasno, da je vrstni red preostalih vek-
torjev nepomemben, kot pri linearni neodvisnosti. Torej je pojem afine
neodvisnosti dobro definiran za mnozico, saj v njej vrstni red elementov ni
pomemben. Poleg tega pa sledi, da je podmnozica afino neodvisne mnozice
tudi afino neodvisna.
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Definicija 2.21 PodmnoZica X C A afinega prostora je afina baza,
ce je X afino neodvisna in velja Af X = A.

Trditev 2.22 Naj bo A= a+ U afin podprostor.

a. Ceje {uy,...,u} baza za U, je {a,a+u1,...,a+u} afina baza za A.
b. Ceje {xo,..., 21} afina baza za A, je {x1 —xq,...,Tx — 20} baza za U.

Dokaz: a. Mnozica {a,a + uj,...,a + ur} je afino neodvisna, saj je
{u1,...,ug} linearno neodvisna. Ker je {a,a + u1,...,a +u} C A, je
Af{a,a + uy,...,a + ui} C A. Dokazimo Se obratno vsebovanost. Naj bo
b € A, tedaj obstaja u € U, da je b = a +u. Ker je {ui,...,u;} baza za U,
lahko zapiSemo u = Zle Aiu;. Zato je

k k k
i=1 i=1 i=1
Tako smo b zapisali kot afino kombinacijo elementov iz {a, a+uy, ..., a+ug},

zato je b € Af{a,a +uy,...,a+ ug}.

b. Mnozica {x] — zy, ...,z — xo} je linearno neodvisna, saj je {xo, ..., 2y}
afino neodvisna. Ker je {x; —xq,...,zx — 2o} C U, je Lin{z1 —xo, ...,z —
xo} C U. Naj bo u € U poljuben. Ker je 29 € A, po lemi 2.2 A =29+ U.
Torej je xg + u € A, zato lahko zapiSemo zg + u = E?:o Aixi, kjer je
Zf:o A; = 1. Tedaj je

u= <i )\Z-:m) —x0 = <i )\izzi) — <i )\izvo) = i i(zi — xo),
i=0 i=0 i=0 i=1
zato je u € Lin{zy — xo, ...,z — zo}. O

Afina baza ima podobne lastnosti kot baza vektorskega prostora. Brez do-
kaza naStejmo nekaj tistih, ki jih bomo potrebovali v nadaljevanju.

Trditev 2.23 Nekaj lastnosti afine baze.

a. Afino neodvisna mnozica X je afina baza svoje afine ogrinjace Af X.
b. Ce je X afina baza za A, je razseinost dim A = |X| — 1.

c. Vsako afino bazo afinega podprostora B v afinem prostoru A lahko do-
polnimo do afine baze za A.
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Naj bo {xo, ..., x} afina baza afinega prostora A. Tedaj lahko vsak element
x € A zapiSemo kot afino kombinacijo x = Agxo + A1x1 + -+ + \pzp. Ker
je Ao+ A1+ -+ A = 1, je skalar \g natanko doloc¢en z ostalimi skalarji.
Torej je element x pri dani afini
bazi natanko dolo¢en s k-terico ska-
larjev (A1,...,A), ki ji recemo afine
koordinate tocke x v afini bazi
{JJ(), ce ,xk}.

Na desni sliki je prikazana realna afina
ravnina z afino bazo {a, b, c}. Jasno je,
da je mnozica tock {(o, B) | a+5 =1}
ravno afina premica be. Opazimo, da
tocke (a, ), kjer je a + 8 = 0, lezijo na afini premici, ki gre skozi tocko a
in je vzporedna premici bc.

Trditev 2.24 Naj bodo V wvektorski prostor nad obsegom O, {xq,...,z}
afina baza afinega prostora A CV in B = Af{zy,...,z}.

a. Mnozica {(\1,..., ) | S8 X\ = 1} je enaka B in je hiperravnina v
A.

b. Za vsak A € O je By = {(A1,..., k) | E;‘;l Ai = A} hiperravnina v A,

ki je vzporedna s hiperravnino B. Hiperravnina By vsebuje tocko xq.

Dokaz: Ozna¢imo U = Lin{xy — z1,...,2x — x1}. Tedaj je B =z, + U.
a. Jasno je B = {(A1,..., ) | Zi-c:l Ai = 1} in po trditvi 2.23 je dim B =
k—1=dimA-1.

b. Naj bo A € O. Tedaj je

B

k k
{(I—A)xg—i—Z)\,;xi | Al,...,AkeO,ZAi:)\} -

=1 =1

k k k
{(1—)\)$0+Z)\i.%'1 —i—Z)\k(xi—:rl) ‘ Alyoo oy AR € O,Z)\z :)\} =
=1 =2 =1
k
{(1 —)\)HJ() + Axq —|—Z)\k(1‘z —.’L‘l) ’ A9y, AR € O} =
=2
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k
= (1*>\)$0+)\$1+{Z)\k(.’1/’1*$1) | Aoy, A 60} =
=2

=(1—XNzo+ Az1 + U.

Zato je hiperravnina B) vzporedna Binza A = 0 je g € (1—0)xo+0x1+U =
xo + U = By. O

AFINE TRANSFORMACIJE

Definicija 2.25 Tocke =, y in z v afinem prostoru A so kolinearne,
¢e obstaja afina premica U C A, ki jih vsebuje.

Tocke x, y, z in w v afinem prostoru A so koplanarne, ce obstaja afina
ravnina U C A, ki jih vsebuje.

V afinem prostoru nismo vpeljali nobene topolgije, Ceprav imamo na primer
v realnih in kompleksnih afinih prostorih naravno evklidsko topologijo. To-
rej pri transformacijah med afinimi prostori ne govorimo o zveznosti. Edino,
kar nam povezuje tocke v afinem prostoru, sta pojma kolinearnost in kopla-
narnost ter njuni analogi v visjih razseznostih. Zato so edini naravni pogoji
za afine transformacije ohranjanje kolinearnosti, koplanarnosti ...

Definicija 2.26 Naj bosta A in B afina podprostora v vektorskem pro-
storu V' razseznosti dim A = dim B > 2. Bijektivno preslikavo 7: A —
B, ki poljubne tri kolinearne tocke preslika v kolinearne, imenujemo
afina transformacija.

Naj bodo V vektorski prostor nad obsegom O, A, B C V afina podprostora
in 7: A — B afina transformacija. Ker 7 preslika kolinearne tocke v koli-
nearne, za vsako premico X C A obstaja premica ) C B, da je 7(X) C ).
Ker je 7 bijekcija, je zozitev 7|y: X — ) injektivna. Afini premici X in
Y imata enako mo¢ kot obseg O. Ce je torej O koncen, je T|xy: X — Y
injektivna preslikava med konénima mnozicama, zato je bijektivna. Tako
pa ne moremo sklepati v primeru neskon¢nega obsega . Vseeno pa tudi
za neskoncne obsege velja, da afina transformacija 7 preslika afino premico
X C A na afino premico Y C B.

Lema 2.27 Naj bodo V' wektorski prostor nad neskoncnim obsegom O ter
A in B afina podprostora vV razseinosti dim A = dim B = n > 2. Denimo,
da za afino transformacijo 7: A — B obstajata afini premici X C A in
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Y C B, dajeT(X) Y. Tedaj v A obstajajo afini podprostori Xa, ..., Xy,
da velja

a. XCcAcCc...cX,=A,
b. dim&; =i za vsei € {2,...,n} in
c. dimAf7(X;) < za vsei € {2,...,n}.

Dokaz: Ker je 7 surjektivna, obstaja a € A — X, da je 7(a) € Y. Ker je
presek afinih prostorov {a}NX = 0, je po trditvi 2.14 razseznost dim Af(X'U
{a}) = 2. Oznacimo Xy = Af(X U {a}) in pokazimo, da je 7(X2) C Y. Naj
bo b € X poljubna tocka in Z C Ab afina premica skozi a in b. Ker 7
preslika tocki a in b v ), zaradi ohranjanja kolinearnosti velja 7(Z) C ).
Najboce Xo = Af(X U Z). Ker je YN Z # 0 in O # Fy, po lemi 2.18
obstajata razlicni tocki x € X in z € Z, da c lezi na premici zz. Ker so
7(z), 7(2) in 7(c) kolinearne, je 7(c) € Y. Torej je 7(X2) C Y in zato
dimAf 7(Ap) <dimY =1 < 2.

Denimo, da smo Ze definirali afine prostore Xs, ..., X;_1, ki zados¢ajo pred-
postavkam leme. Ker je dimX; 1 = i — 1 < n = dim A, obstaja a €
A — X;_1. Definirajmo X; = Af({a} U X;_1). Ker je presek afinih prostorov
{a} N X;—1 = 0, je po trditvi 2.14 razseznost dimX; = dimX;_; + 1 = 4.
Naj bo b € &;_; poljubna. Po lemi 2.18 za vsako toctko z € A obsta-
jata razliéni tocki x € AX;—1 in y € ab, da z lezi na premici zy. Ker
7 ohranja kolinearnost, je 7(z) € 7(zy) C Af(r(X;—1) U 7(ab)). Torej
je T(X;) C Af(T(X;—1) Ut(ab)) C Af(Af7(X;—1) U Af7(ab)) in zato je
tudi Af7(X;) C Af(Afr(Xi—1) U Af7(ab)). Po lemi 2.14 je razseznost
dim Af (Af 7(X;—1) UAL 7(ab)) < dim Af7(X;_1) + dim Af 7(ab) < (i —2) +
1=12-1. O

1z leme sledi, da afina transformacija preslika premico na premico.

Izrek 2.28 Naj bosta A in B afina podprostora v vektorskem prostoru
V' razseznosti dim A = dim B > 2. Bijektivna preslikava 7: A — B je
afina transformacija natanko tedaj, ko je za vsako afino premico X C A,
tudi njena slika T7(X) afina premica v B.

Dokaz: Naj bo 7 afina transformacija in denimo, da obstaja afina pre-
mica X C A, da 7(X) ni premica. Po prejsnji lemi za A(= A,) velja
dim Af 7(A) < n, torej je 7(A) # B. To pa je v protislovju z bijektivnostjo
preslikave 7.
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Ce preslikava 7 preslika afine premice v afine premice, pomeni, da ohranja
kolinearnost in je tako afina transformacija O

Posledica 2.29 Naj bosta A in B afina podprostora v vektorskem prostoru
V' razseznosti dim A = dim B > 2. Afina transformacija 7: A — B preslika
nekolinearne tocke v nekolinearne.

Dokaz: Naj bodo a, b in ¢ nekolinearne tocke v A. Po ravnokar dokazanem
izreku je slika 7(ab) premice skozi a in b premica 7(a)7(b) v B. Ker je 7
bijekcija in ¢ ¢ ab, tudi 7(c) € 7(ab). Torej so tocke 7(a), 7(b) in 7(c)
nekolinearne. O

Posledica 2.30 Naj bo A afin prostor. MnoZica vseh afinih transformacij
7: A— A je grupa za komponiranje.

Dokaz: Identiteta id 4 je afina transformacija in je enota grupe.

Naj bodo 7,p: A — A afini transformaciji in a,b,c € A kolinearne tocke.
Tedaj so 7(a), 7(b) in 7(c) kolinearne in zato tudi p(7(a)), p(7(b)) in p(7(c)).
Torej je p o T afina transformacija.

Ker je afina transformacija 7: A — A bijekcija, obstaja inverz 7—!. Pokazi-
mo, da je tudi inverz afina transformacija. Naj bodo a,b, ¢ € A kolinearne.
Ker so 7(77'(a)) = a, 7(r71(b)) = b in 7(77'(c)) = ¢ kolinearne, so po
posledici 2.29 tudi tocke 77 1(a), 771(b) in 77!(c) kolinearne. O

Domnevamo, da afina transformacija preslika koplanarne tocke v kopla-
narne. Ponovno se predvidevanja napac¢na v primeru obsega O = Fy. V
vektorskem prostoru V = F3 je vsaka dvoelementna mnozica afina premica.
To pomeni, da je poljubna bijekcija 7: V' — V afina transformacija. Ven-
dar ne bo vsaka bijekcija ohranjala koplanarnosti. Na primer 7: V — V,
definirana s predpisom

w? X # (07 07 0)7(1707 0)7
7(z) = € (0,0,0), == (1,0,0),
(1,0,0), 2 = (0,0,0),
preslika afino ravnino X = {1} x F% v mnozico Y = {(0,0,0), (1,0,1),

(1,1,0), (1,1,1)}. Mnozica ) vsebuje (0,0,0) in ni vektorski podprostor v
V', zato tudi ni afin podprostor v A.
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Lema 2.31 Naj bodo V' vektorski prostor nad obsegom O #£ Fo in A, BCV
afina podprostora razseznosti dim A = dimB > 2. Afina transformacija
7: A — B preslika koplanarne tocke v koplanarne.

Dokaz: Naj bodo a,b,c,d € A koplanarne. Ce so a, b in ¢ kolinearne,
so tudi 7(a), 7(b) in 7(c) kolinearne in tako so 7(a), 7(b), 7(c) in 7(d)
koplanarne.

Naj bodo a, b in ¢ nekolinearne. Tedaj sta ab in ac razlicni premici, ki
se sekata v tocki a, in po lemi 2.14 je Af(ab U ac) afina ravnina. Ker je
d € Af(abU ac), po lemi 2.18 obstajata razli¢ni tocki = € ab in y € ac, da
tocka d lezi na premici zy. Torej 7(d) lezi na premici 7(xy). Ker 7(z) lezi
na premici 7(ab) in 7(y) lezi na premici 7(ac), tocki 7(z) in 7(y) lezita v
afini ravnini, ki jo dolocajo tocke 7(a), 7(b) in 7(c). Ker je 7(d) € 7(zy),
tudi 7(d) lezi v tej ravnini in so tako 7(a), 7(b), 7(c) in 7(d) koplanarne. O

Lema 2.32 Naj bodo V' vektorski prostor nad obsegom O # Fo in A, B CV
afina podprostora razseznosti dim A = dimB > 2. Afina transformacija
7: A — B slika vzporedne premice v vzporedne.

Dokaz: Naj bosta X in ) razliéni vzporedni premici v A. Po trditvi 2.17
je dim Af(X U)Y) = max{dim X, dim Y} + 1 = 2. Ker je tako Af(X UY)
afina ravnina, je po prejsnji lemi tudi 7(Af(X U Y)) afina ravnina. Ker je
7 bijekcija, je 7(X) N 7(Y) = 0. Po lemi 2.14 sta premici 7(X) in 7(Y)
vzporedni. O

SEMILINEARNE PRESLIKAVE

Vsaka linearna preslikava M: U — W ohranja kolinearnost. Prav tako
ohranjata kolinearnost translaciji 7,: U — a+ U in 7,: W — b+ W. Torej
je kompozitum 7,0 M o7, : a+U — b+ W afina transformacija, ¢e je
le M obrnljiva. Prepricali smo se ze, da v primeru obsega O = 9 to niso
edine afine transformacije. V tem primeru je namre¢ vsaka bijekcija afina
transformacija. Ali je obseg Fsy edini, kjer afine transformacije niso zgornje
oblike?

Naj bo M : C?2 — C? definirana s predpisom M (z,w) = (Z,w) in naj bodo
(z1,w1), (29, w2), (23, ws) razliéne kolinearne tocke v C2. Tedaj obstajata
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a, B € C, daje (z3,w3) = a(z1,wy) + B(22,w2) in a4+ S = 1. Enakosti ko-
njugiramo in dobimo (23, w3) = &(z1,w1) + B(Za, w2) in @+ B = 1. Torej M
preslika kolinearne tocke v kolinearne, zato je afina transformacija. Vendar
M ni linearna. Je aditivna, a ni homogena, saj M («a(z,w)) = M(az, aw) =
(az,aw) = aM(z,w).

Enako velja za preslikavo N: C?> — C2, definirano s predpisom N(z,w) =
(f(2), f(w)), Kjer je f avtomorfizem obsega C. Ce na enakostih (z3,ws3) =
a(z1,w1) + B(z2,w2) in @ + f = 1 uporabimo avtomorfizem f, dobimo
N(z3,w3) = (f(23), f(ws)) = f(@)(f(21), f(w1)) + f(B)(f(22), fw2)) =
PN (z1,w0) + F(B)N (29, w3) in (o) + F(B) = (1) = 1. Torej je N afina

transformacija.

Definicija 2.33 Naj bosta U in V wvektorska prostora nad obsegom O.
Preslikava M : U — V' je semilinearna, ce obstaja avtomorfizem f €
Aut(O), da je M aditivna in semihomogena; t.j za vsaka x € U in
A€ O je M(A\x) = f(A)M(x).

Grupa avtomorfizmov obsegov R, Q, I, kjer je p prastevilo, je trivialna.
Tako je v teh primerih vsaka semilinearna preslikava kar linearna.

Predno se lotimo dokazovanja, da je vsaka afina transformacija kompozitum
dveh translacij in semilinearne preslikave (seveda, ¢e je obseg razlicen od
F3), pokazimo, da imajo semilinearne preslikave zelo podobne lastnosti kot
linearne.

Trditev 2.34 Naj bo M : U — V semilinearna preslikava.

a. Ce je W < U vektorski podprostor, je M (W) vektorski podprostor v V.

b. Ce je W < V wektorski podprostor, je M~Y(W) vektorski podprostor v
U.

Dokaz: Naj bodo U in V vektorska prostora nad obsegom O in f € Aut(O)
avtomorfizem obsega, ki pripada semilinearni preslikavi M.

a. Naj bodo z,y € M(W) in a, 8 € O. Tedaj obstajata 2’y € W, da je
x=M(z')iny = M(y), zato je

M(fHa)z' + f7H(B)y) = M(f~H(@)a!) + M(f7H(B)y) =
=aM(z') + BM(y') = az + By.

Torej je ax + fy € M(W) in zato je M (W) vektorski podprostor.
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b. Naj bodo z,y € M~Y(W) in a,8 € O. Tedaj sta M(z), M(y) € W
in zato M(ax + By) = f(a)M(z) + f(B)M(y) € W. Torej je ax + Py €
M~Y(W). O

Posledica 2.35 Zaloga vrednosti in jedro semilinearne preslikave sta vek-
torska prostora.

Trditev 2.36 Injektivna semilinearna preslikava preslika linearno neodvi-
sne vektorje v linearno neodvisne.

Dokaz: Naj bo M: U — V injektivna semilinearna preslikava. Naj bodo
Z1,...,T € U linearno neodvisni in naj velja Zle AiM(x;) = 0. Tedaj je

M(SE 7 O0@)) = SE AM (@) = 0 in zato SF, S )(@) = 0.
Ker 80 z1, ..., linearno neodvisni, je f=1(\;) = 0 za vse i € {1,...,k}.
Torej je tudi A\; = 0 za vse i € {1,...,k}, kar pomeni, da so vektorji
M(z1),..., M(xy) linearno neodvisni. O

Trditev 2.37 Naj bodo U, V in W wektorski prostori nad obsegom O. Naj
semilinearni preslikavi M : U — V pripada f € Aut(O) in naj semilinearni
preslikavi N: V. — W pripada g € Aut(O). Tedaj je tudi NoM: U — W
semilinearna, ki ji pripada avtomorfizem gf € Aut(O).

Dokaz: Za vsaka x € U in A € O velja N(M(\x)) = N(f(MNM(z)) =
g(f(z))N(M(x)). Ker je kompozitum N M jasno aditiven, je NM semiline-
arna preslikava, ki ji pripada avtomorfizem gf. O

Trditev 2.38 Naj bosta U in V wektorska prostora nad ©. Ce bijektivni
semilinearni preslikavi M: U — V' pripada avtomorfizem f € Aut(O), je
M~V — U semilinearna preslikava, ki ji pripada avtomorfizem f~' €

Aut(0O).

Dokaz: Jasno je inverz obrnljive aditivne preslikave aditivna preslikava.
Ker za z € V in A € O velja M(f~*(A\)M(z)) = Az, je M *(\z) =
fYA)M~Y(z). Torej je M~! semilinearna preslikava, ki ji pripada avto-
morfizem f~1. O
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Posledica 2.39 Naj bo V' wvektorski prostor. Tedaj je mnoZica vseh semili-
nearnih preslikav M : V. — V' grupa za kompozitum.

Pripomnimo, da vsota semilinearnih preslikav v sploSnem ni semilinearna.
Tezava se pojavi, ko zelimo sesteti dve semilinearni preslikavi, katerima pri-
padata razliéna avtomorfizma. Ce pa semilinearnima preslikavama pripada
isti avtomorfizem, bo tudi vsota semilinearna preslikava z istim avtomorfiz-
mom

OSNOVNI IZREK AFINE GEOMETRIJE

Izrek 2.40 Naj bodo V' wvektorski prostor nad obsegom O in A, B C V
afina podprostora razseznosti dim A = dim B > 2. Preslikava 7: A — B
je afina transformacija, ki ohranja vzporednost, natanko tedaj, ko ob-
stajajo a,b € V in obrnljiva semilinearna preslikava M, da je T(x) =
M(x —a)+ 0.

Dokaz: Pokazimo najprej, da je preslikava 7: A — B oblike 7(z) = M (x —
a) + b, kjer je M obrnljiva semilinearna preslikava, afina transformacija, ki
ohranja vzporednost. Naj bo x4+ X afina premica v A. Tedaj je 7(x+ X) =
M(x—a)+b+MX tudi afina premica. Torej je 7 afina preslikava. Naj bosta
X =x2+Xin)Y = y+Y vzporedna afina podprostora v A. Zaradi simetrije
lahko predpostavimo, da je X < Y. Ker je 7(X) = M(z —a) + b+ MX,
T(Y)=M(y—a)+b+M(Y)in M(X) < M(Y), sta afina podprostora 7(X)
in 7()) vzporedna.

Naj bo 7: A — B afina transformacija, ki ohranja vzporednost. Zapisimo
A =a+Uin B = 7(a)+W. Definirajmo preslikavo M : U — W s predpisom
M(z) = 7(xz + a) — 7(a). Preslikava M je kompozitum dveh translacij
in preslikave 7, ki so vse afine transformacije in ohranjajo vzporednost.
Torej je M afina transformacija, ki ohranja vzporednost, za katero velja
M(0) = 7(a) — 7(a) = 0. Radi bi seveda pokazali, da je M semilinearna
preslikava.

Naj bosta z,y € U linearno neodvisna vektorja in ozna¢imo X = Lin{x} ter
Y = Lin{y}. Afini premici X; =0+ X in X = y+ X sta vzporedni. Ker je
M(X1) =0+ M(X) in M ohranja vzporednost, je slika M (Xs) = y'+ M (X)
za nek y' € W. Ker je M(y) € M(X2), je po lemi 2.2 slika M(Xy) =
M(y) + M(X). Enako razmislimo, da je M ()2) = M(x) + M(Y"). Torej je
presek afinih premic M(X2) = M(y) + M(X) in M(Js) = M(z) + M(Y)
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tocka M (x) + M(y). Zato je M(z +y) = M(x) + M(y).

Naj bosta z,y € U linearno odvisna nenicelna vektorja. Ker je dimU =
dim A > 2, obstaja z € U — Lin{xz}. Tedaj je vektor z linearno neodvisen z
x ter x +y in vektor y je neodvisen z x + z. Po zgornjem razmisleku je tako

Mx+y)+MEz)=M{(z+y)+z2)=M(x+2)+y) =
= M(z+2)+ M(y) = M(z) + M(y) + M(2)

in zato je M(x +y) = M(x) + M(y). Torej je M aditivna.

Naj bo = € U nenicelni vektor. Zozitev M: Lin{zx} — Lin{M(x)} je
bijekcija. Torej za vsak A\ € O obstaja natanko en f,(\) € O, da je
M(A\z) = fz(A)M(x). Nasa naloga je pokazati, da je fy: O — O avto-
morfizem obsega, ki je neodvisen od vektorja x.

Naj bosta x,y € U linearno neodvisna. Za vsak A € O velja

fe(NM (z) + f, (MM (y) =M (Az) + M (hy) = M(Az + Ay) =
=M Az +y)) = fory(NM(z +y) =
— Fary M (@) + fory DM ().
Ker afina transformacija preslika nekolinearne tocke v nekolinearne, so 0 =
M(0), M(z) in M (y) nekolinearne, kar pomeni, da sta M (x) in M (y) line-
arno neodvisna. Zato iz zgornje enakosti sledi f, = fy+, = fy. Naj bosta
x,y € U linearno odvisna nenicelna vektorja. Ker je dimU = dim A > 2,

obstaja z € U — Lin{z}. Tedaj je vektor z linearno neodvisen z x in y. Zato
je fz = f. = fy. Torej je f := f; neodvisna od indeksa.

Zavsex € U in o, € O je

fla+B)M(z) = M((a+ B)z) = M(ax) + M(Bx) =
fla)M(x) + f(B)M (x)
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flap)M(z) = M(afz) = f(e)M(Bx) = f(a) f(B)M ().
Zato za vse o, f € O velja f(a+ f) = f(a) + f(B) in f(ap) = f(a)f(B).

Torej je f avtomorfizem obsega O, ki pripada obrnljivi semilinearni presli-
kavi M. O

Po lemi 2.32 afina preslikava med afinima podprostoroma v vektorskem
prostoru nad obsegom razlicnim od 9 ohranja vzporednost.

Posledica 2.41 Naj bodo V' wvektorski prostor nad obsegom O # Fo in
A, B C V afina podprostora razseinosti dim A = dimB > 2. Preslikava
7: A — B je afina transformacija natanko tedaj, ko obstajajo a,b € V in
obrnljiva semilinearna preslikava M, da je T(x) = M(xz — a) + b.

Posledica 2.42 Naj bodo V wvektorski prostor nad obsegom O in A, B CV
afina podprostora razseznosti dim A = dim B > 2. Afina preslikava 7: A —

B preslika k-razsezen afin podprostor U C A v k-razseZen afin podprostor
T(U) C B.

Definicija 2.43 Mnozico vseh afinih podprostorov afinega prostora A
imenujemo afina geometrija na A in jo oznacimo A(A).

Naj bo dim A = n. Za vsak k € {0,...,n} mnozico vseh k-razseznih afinih
podprostorov v A ozna¢imo z Ag(A). Mnozico O-razseznih afinih podpro-
storov Ag(A) = {{z} | € A} pogosto enac¢imo kar s samo mnozico A. Po
zgornji posledici vsaka afina transformacija 7: A — B porodi bijekcijo med
Ay (A) — Ak(B) za vse mozne k.

Definicija 2.44 Naj bosta A in B afina prostora nad istim obsegom
razseznosti dim A, dim B > 2. Afini geometriji A(A) in A(B) sta izo-
morfni, ce obstaja taka bijektivna preslikava 7: A(A) — A(B), da T in
71 ohranjata inkluzije; t.j. ée jed CW v A, je T(U) C T(W) v B, in

enako za inverz 7 L.

Bralec se lahko preprica, da je v primeru afinih prostorov nad kon¢nim
obsegom pogoj o ohranjanju inkluzij za inverz odve¢. V definiciji nismo
zahtevali, da 7 mnozico Ag(A) preslika v Ag(B), saj je to posledica same
definicije.
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Lema 2.45 Naj bo 7: A(A) — A(B) izomorfizem afinih geometrij. Tedaj
za vsak afin podprostor U € A(A) velja dim7(U) = dimU.

Dokaz: Naj bo U € A(A). Izberimo afino bazo {xo,...,zr} za U in za
vsak ¢ € {0,...,k} oznac¢imo U; = Af{zo,...,x;}. Tedaj je

{.ro}:z/fogul g gukzu.
Ker je 7 bijekcija, ki ohranja inkluzije, je
T(U) S TUh) C ... S T(Ux) = T(U),

zato je dim7(U) > k = dimU. Torej bijekcija med afinima geometrijama,
ki ohranja inkluzije, ne povetuje razseznosti. Ker je tudi 7—! bijekcija, ki
ohranja inkluzije, za vsak U € A(A) veljald < dim7(U) < dim7 1 (7F(U)) =
dimU. g

Naj bo 7: A(A) — A(B) izomorfizem afinih geometrij. Jasno velja 7(A) =
B, zato sta izomorfni afini geometriji enake razseznosti. Naj bo 7: A — B
afina transformacija. Po definiciji sta tedaj afina prostora enake razseznosti.
Razmislili smo ze (posledica 2.42), da 7 porodi izomorfizem 7: A(A) —
A(B) afinih geometrij. Velja pa tudi obrat.

Trditev 2.46 Naj bosta A in B afina prostora nad istim obsegom razseznosti
dim A, dimB > 2. Afini geometriji A(A) in A(B) sta izomorfni natanko
tedaj, ko je dim A = dim B. Vsak izomorfizem A(A) — A(B) med afinima
geometrijama je porojen z afino transformacijo A — B.

Dokaz: Naj bo dimA = dimB. Tedajje A=a+ U in B =b+ W, kjer
sta U in W vektorska prostora ene razseznosti nad istim obsegom. Zato
obstaja linearni izomorfizem M: U — W. Tedaj je 7: A — B, definiran
s predpisom 7(z) = M(x — a) + b, afina transformacija, ki po zgornjem
razmisleku porodi izomorfizem 7: A(A) — A(B) afinih geometrij.

Ce sta afini geometriji A(A) in A(B) izomorfni, iz leme 2.45 sledi enakost
razseznosti dim A = dim B.

Naj bo v: A(A) — A(B) izomorfizem afinih geometrij. Po lemi 2.45 je
z0zitev Ya,(A): Ao(A) — Ag(B) bijekcija. Ker mnozico 0-razseznih afinih
podprostorov enac¢imo z mnozico tock, smo dobili preslikavo 7: A — B.
(Zanjo velja {7(a)} = v{a}.) Naj bodo a,b,c € A kolinearne, se pravi, da
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obstaja afina premica X C A, ki jih vsebuje. Ker v ohranja inkluzije, so
7(a),7(b),7(c) € v(X). Po lemi 2.45 je v(X) afina premica, zato so slike
7(a), 7(b) in 7(c) kolinearne. Torej je 7 afina transformacija in velja v = 7.
O
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AKSIOMATSKO
DEFINIRANA
AFINA GEOMETRIJA

DEFINICIJE

Aksiomatsko definirana afina ravnina je par {A, A;}, kjer je A; pod-
mnozica potenéne mnozice 24. Elemente prve mnozice imenujemo tocke,
elemente druge pa premice. Ce za tocko X € Ag in premico p € A; velja
X € p, pravimo, da tocka X lezi na premici p oziroma, da gre premica p
skozi tocko X. Ce tocke lezijo na isti premici, so kolinearne. Premici p
in ¢q se sekata, ¢e obstaja tocka X, da je na p in na ¢. Premici p in ¢ sta
vzporedni, p || ¢, ¢e se ne sekata ali pa je p = q.

Mnozica A; oziroma relacija med tockami in premicami zado$¢a naslednjim
aksiomom.

A1. Skozi razliéni tocki poteka natanko ena premica.

A2. Za vsako tocko X in premico p obstaja natanko ena premica, ki
gre skozi X in je vzporedna s p.

A3. Obstajajo tri nekolinearne tocke.

Opombe:

e Ko ne bo dvomov, bomo aksiomatsko afino ravnino oznacili le z mnozico
tock A.

e Skozi poljubni razli¢ni tocki A in B gre torej natanko ena premica, ki jo
ozna¢imo z AB.

e Iz enakosti AB = AC sledi, da so totke A, B in C kolinearne.

e Ce premici nista vzporedni, se po A1l sekata v natanko eni tocki.

o Ceje X (edina) toc¢ka v preseku premic p in ¢, bomo pisali X = pNgq,
¢eprav je pravilen zapis {X} =pNgq.

27
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Trditev 3.1 V aksiomatsko definirani afini ravnini je vzporednost ekviva-
lenéna relacija.

Dokaz: Neposredno iz definicije vzporednosti sledi, da je relacija refleksivna
in simetri¢na. Najbop || ¢in ¢ || 7. Ce je pNr = 0, sta premici po definiciji
vzporedni. Denimo, da obstaja X € pnNr. Tedaj sta p in ¢ premici, ki
gresta skozi X in sta vzporedni s premico q. Po aksiomu A2 jep || r. O

Trditev 3.2 V aksiomatsko definirani afini ravnini ima premica vsaj dve
tocki in poljubni premici sta enako mocni.

Dokaz: Denimo, da v aksiomatsko definirani afini ravnini obstaja premica
{A} z eno samo tocko. Po aksiomu A3 obstajata Se tocki B in C, da tocke
A, B in C niso kolinearne. Po aksiomu A2 obstaja natanko ena premica p
skozi C, ki je vzporedna s premico AB. Torej je pN AB = () in prav tako
pN{A} = 0. To je v protislovju z aksiomom A2, saj skozi A potekata dve
premici, ki sta vzporedni s premico p. Torej ima vsaka premica vsaj dve
tocki.

Naj bosta p in ¢ nevzporedni premici v aksiomatsko definirani afini ravnini.
Ker imata p in ¢ vsaj dve tocki, ob-

stajata tocki A € pin B € ¢, razli¢éni f(X)
od pNgq. Po aksiomu A2 obstajata
vzporednica ¢’ k premici q skozi A in P
vzporednica p’ k premici p skozi B. B o

Ker ¢ Jf p, po trditvi 3.2 tudi p' }f ¢'.

Ozna¢imo O =p' N¢'. D

.y o / /A X
Premica ¢ = AO je edina vzpore-
dnica k premici ¢, ki gre skozi O. Zato za vsak X € p — {A} premica
XO seka ¢ v natanko eni tocki. Ce je presck XO N ¢ = B, je premica
XO = OB = p'. To ni mogoce, saj je p' vzporedna s premico p in je
tako ne seka. Definiramo preslikavo f: p — {A} — ¢ — {B} s predpisom
f(X)=X0Ongq.
Preslikava f je surjektivna: NajboY € ¢—{B}. Ker je OBNg = B, tocka Y’
ni na OB. Premica Y O je tako razli¢cna od OB = p/, ki je edina vzporednica
k premici p skozi O. Torej se YO in p sekata. Za tocko X = OY Np je
XO =O0Y in tako f(X)=X0OnNg=Y.
Preslikava f je injektivna: Ce je f(X) = f(X’), premici OX in OX' pote-
kata skozi tocki O in f(X) = f(X'), zato sta po aksiomu A1 enaki. Presek

q q
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nevzporednih premic p in OX = OX’ je ena sama tocka, zato je X = X'.

Preslikava f je bijekcija, zato sta mnozici p in ¢ enako moéni. Ce sta premici
p in g vzporedni, izberemo A € p in B € ¢q. Tedaj sta premici p in ¢ enako
mocni kot premica AB, ki ni vzporedna ne s p ne s q. U

Posledica 3.3 Naj bosta p in q nevzporedni premici v aksiomatsko defini-
rani afini ravnini A. Tedaj obstaja A € A, da A& p in A€q.

Dokaz: Ker sta premici p in ¢ razlicni, po zadnji trditvi obstaja X € p, ki
ni na ¢q. Naj bo r vzporednica s ¢, ki gre skozi X. Ker rNp =10, rNg={X}
in |r| > 2, obstaja X € r, ki ni ne na p ne na q. O

Definicija 3.4 Aksiomatsko definirani afini ravnini {A, A1} in {B, B}
sta izomorfni, ce obstaja taka bijekcija 7: A — B, da je za vsako
premico p € A; slika T(p) € Bj.

Primeri:

e Naj bo {A, A1} aksiomatsko definirana afina ravnina, kjer ima (vsaka)
premica le dve tocki. Po A1l je vsaka dvoelementa mnozica v A premica;
torej | 41| = 3(|A|—1)|A|. Po A3 obstajajo nekolinearne tocke A, B,C € A.
Po tocki A1 obstaja natanko ena premica p skozi C, ki je vzporedna premici
{A, B}. Torej obstaja D, razlicna od A, B in C, da je p = {C, D}. Denimo,
da v A obstaja Se peta tocka E. Tedaj je tudi premica {C, E'} vzporedna s
premico {A, B} in gre skozi C, kar je v nasprotju z A1l. Torej je {4, A1}
izomorfna {F3, A(F3)}.

e Naj bo {A, A;} taka aksiomatsko definirana afina ravnina, da je |A| = 4.
Naj bosta p poljubna premica v A in A tocka, ki ni na p. Po A1 obstaja
premica ¢ skozi A, vzporedna s p. Po zadnji trditvi je |p| = |¢| in ker sta
premici disjunktni, je 2|p| < |A| = 4. Torej je mo¢ premice enaka 2 in je
zato {A, A1} izomorfna {F3, A(F3)}.

e Za vsako afino ravnino A nad obsegom je jasno {4, A;(A)} aksiomatsko
definirana afina ravnina. Ali obstaja aksiomatsko definirana afina ravnina,
ki ni izomorfna afini ravnini nad kaksnim obsegom?

e Naj bo A =R x (0,00) in A; = {{z} X (0,00) | x € R} U{Typ | a €
R,b € (0,00)}, kjer je Tpp = {(x,be*) | x € R} graf eksponentne funk-
cije x — be®®. Bralec lahko preveri veljavnost aksiomov Al, A2 in A3.
(Bo pa veljavnost aksiomov sledila iz spodnjega izomorfizma.) Kljub temu,
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da premice v A1 niso podobne afinim Y| {2}x(0, 00)
premicam v afini ravnini nad obse-
gom, pa je aksiomatsko definirana
ravnina {4, A; } izomorfna afini rav-
nini A (R?). Izomorfizem 7: A — R?
je podan s predpisoma 7(z,y) = Tqq0; / T
(z,Iny). Predpis 7 je res izomorfi-
zem aksiomatsko definiranih afinih
ravnin, saj je bijekcija, za p = {z} x (0,00) je slika 7(p) = {z} x R
navpicna premica in za p = T'yy je slika 7(Igp) = {(z,In(be?”)) | = €
R} = {(z,az + In(b)) | € R} tudi premica. Torej sta {A, A1} in A(R?)

izomorfni aksiomatsko definirani afini ravnini.

e Naj bosedaj A = R?. Zaa > 0ter b € R naj bo [y graf linearne funkcije
x+—ar+binzaa <0 ter b€ R naj Y ool
bo Iy graf funkcije

axr+b, x<0,
X —
2ax +b, = >0. \ Ti
2~
Oznacimo e I'ngp, = {b} x R in de- /A

finiramo Ay = {T'yp | a € RU )
{o0},b € R}. Hitro se prepricamo,

da sta premici I'yp in I'c 4 vzpore-
dni natanko tedaj, ko je a = c. Naj
bosta (.%'0, yo) € Ag in Fa,b e Ay po-
ljubna. Ce je a = oo, je ['yz, edina T
premica, ki gre skozi (2o, o) in je vzporedna I'g . Ceje a >0, je Lo yo—axo
edina, ki gre skozi (x0, o) in je vzporedna I'y . Ce pa je a < 0, lo¢imo dve
moznosti. Za xo > 0 je I'yyo—az, edina, ki gre skozi (zo,y0) in je vzpore-
dna T'yp, za 9 < 0 pa je edina I'y y,—24z,- Torej je {4, A1} aksiomatsko
definirana afina ravnina, ki se imenuje Moultonova ravnina. Premice v Mo-
ultonovi ravnini niso ravne, a zaradi prejSnjega primera si ne upamo prehitro
sklepati, da ni izomorfna afini ravnini nad kakim obsegom. Kako se torej
prepricati, da takega izomorfizma res ni?

PRVI DESARGUESOV IZREK

V afinih ravninah nad obsegom veljata dva Desarguesova izreka, ki v splosnih
aksiomatsko definiranih afinih ravninah ne veljata.
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Izrek 3.5 (prvi Desarquesov izrek) Naj bodo A afina ravnina nad obse-
gom in p, q, v razlicne vzporedne premice v njej. Ce za tocke P, P’ € p,

Q,Q € qin R,R €r velja PQ | P'Q" in QR || Q'R', je PR | P'R’.

Izreka ni tezko dokazati. Mi bomo dokaz prelozili za nekaj casa, saj bo
posledica Desarguesovega izreka za projektivno ravnino. Prepricajmo pa se,
da prvi Desarguesov izrek ne velja T,
v Moultonovi ravnini. Premice p = r
. ~1,0

F_171, q = F—l,O mrr = F—l,—l SO
vzporedne. Naj bo P = (0,1), P/ =
(1,—-1), @ = (0,0) in R = (—1,0).
Premica, ki gre skozi P’ in je vzpo-
redna PQ = I'p, je I'nc1. Pre-
sek premic I's 1 in ¢ je (1,-2) =:
Q'. Premica I'g _o gre skozi Q' in je
vzporedna premici QR = I'gg. Za
tako definirane tocke je torej PQ ||
P'Q in QR | Q' R, vendar premici RN’
PR =T;; in PPR = I's 5 nista
vzporedni. Torej Moultoan)va ravnina ni izomorfna nobeni afini ravnini nad
obsegom.

Y

Denimo, da je aksiomatsko definirana afina ravnina A izomorfna afini rav-
nini nad obsegom @. Tedaj je po trditvi 2.46 izomorfna afini ravnini A (O?).
To pomeni, da obstaja bijekcija med mnozicama A in O, se pravi, da lahko
na mnozici A vpeljemo strukturo vektorskega prostora. Preden pa defini-
ramo vektorje v A, moramo povedati, kaj so translacije.

Definicija 3.6 Naj bosta A in B aksiomatsko definirani afini ravnini.
Bijekcijo 7: A — B, ki tri kolinearne tocke preslika v kolinearne, ime-
nujemo afina transformacija.

Kot v primeru afinih prostorov nad obsegom sta definiciji izomorfizma in
afine transformacije zelo podobni. Bijekcija 7: A — B je izomorfizem, ce
je slika premice tudi premica, in je afina transformacija, ce je slika premice
vsebovana v premici. Neposredno iz definicij torej sledi, da je vsak izomor-
fizem afina transformacija. Velja pa tudi obrat, ki je posledica naslednje
trditve.

Trditev 3.7 Inverz afine transformacije 7: A — B je afina transformacija.
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Dokaz: Ce je | A| = 4, je tudi |[B| = 4. Tedaj je vsaka bijekcija B — A afina
transformacija, saj poljubno premico (dvoelementno mnozico) v B preslika
na premico v A.

Naj bo |A| > 4. Naj bodo A, B,C € B kolinearne tocke, ki lezijo na premici
p, in denimo, da A’ = 771(A), B’ = 77 }(B) in ¢’ = 771(C) niso kolinearne.
Oznac¢imo premici ¢ = A’B’ in r = A’C’. Ker 7 ohranja kolinearnost, je
7(q),7(r) C p. Pokazimo, da je 7(A) C p.

Naj bo X € A, ki ni ne na ¢ ne na r. Ker je |A| > 4, ima vsaka premica

v A vsaj tri tocke, zato obstajata r
razliéni tocki Y in Z na ¢ — {4’} Y
Ker X, Y in Z niso kolinearne, sta c’
premici XY in XZ razlicni. Po A
A1l vsaj ena izmed njih seka pre- /VY AT q
mico r. Lahko privzamemo, da je P /

to premica XY in presek oznacimo

s P=XYnNr. Ker 7(Y) in 7(P) lezita na p in 7 ohranja kolinearnost, tudi
7(X) lezi na q. Torej je 7(A) C p, kar je v protislovju z bijektivnostjo afine
transformacije. Torej so tocke A’, B’ in C’ kolinearne, zato je 7! afina
transformacija. O

Posledica 3.8 Naj bo 7: A — B afina transformacija med akisomatsko
definiranima afinima ravninama. Tedaj je za vsako premico p v A slika
7(p) premica v B.

Dokaz: Denimo, da za premico p v A velja 7(p) € ¢. Naj bodo A, B € p
in C € ¢g—7(p). Tedaj so 7(A), 7(B) in C kolinearne in po prejsnji trditvi
so zato A = 771(7(A)), B = 77 47(B)) in 77!(C) kolinearne. Torej je
7=YC) € p, kar je v protislovju s predpostavko, da C & 7(p). O

Definicija 3.9 Afino transformacijo 7: A — A, za katero velja p || 7(p)
za vse premice p v A, imenujemo dilatacija. Dilatacija, ki je identiteta
ida ali pa nima negibnih tock, se imenuje translacija.

Lema 3.10 Naj bodo 7: A — A translacija aksiomatsko definirane afine
ravnine razlicna od idy in A, B € A taki tocki, da T(A) ¢ AB. Naj bo p
(edina) vzporednica skozi B k premici AT(A) in q (edina) vzporednica skozi
T(A) k premici AB. Tedaj je 7(B) =pNyg.
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Dokaz: Premici AB }f A7r(A), tudi p }f q. Torej je v preseku p N g

natanko ena tocka. Ker translacija q

preslika premico AB v premico, ki ji / ]

je vzporedna, je 7(AB) = ¢q. Torej B[ 7(B) 5
je 7(B) € q. Ker 7(A) lezi na premi-

cah A7(A) ter 7(A7(A)) in sta pre- A[ T(A)[

mici A7(A) ter 7(A7(A)) vzporedni,

je AT(A) = 7(AT(A)). Prav tako je Br(B) = 7(B7(B)). Ce se premici
At(A) in BT1(B) sekata, je v preseku le ena tocka, ki se preslika v presek
slik 7(A7(A)) = A1(A) in 7(B7(B)) = B7(B). Torej je AT(A) N BT1(B)
negibna tocka, kar je protislovje, saj translacija 7 nima negibnih toc¢k. Torej
je premica B7(B) vzporedna s premico A7(A) in gre skozi tocko B. Po A2
je BT(B) = q, zato je 7(B) =pNq. O

Trditev 3.11 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina. Za tocki
A, B € A obstaja najve¢ ena translacija 7: A — A, da je T(A) = B.

Dokaz: Denimo, da obstaja translacija 7: A — A, da je 7(A) = B. Ce je
A = B, je po definiciji translacije

p
7 = 1d 4 in je tako natanko dolocena.
Naj bo A # B in ozna¢imo p = AB.

Naj bodo C' € A, ki ne lezi na pre- B
mici p, ¢ edina vzporednica k pre-
mici p skozi C' in r edina vzore- A
dnica k AC skozi B. Po lemi 3.10
jeT(C)=qnNr.

Naj bo D € p — {A}. Za poljubno D
tocko C' € A—pnaj bo s edina vzpo-

rednica skozi 7(C), ki je vzporedna premici DC'. Po lemi 3.10 je 7(D) = pNs.
Torej so slike transformacije 7 natanko dolocene s pogojem 7(A) = B. 0O

T(D)

Trditev 3.12 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina.
a. Mnozica vseh afinih transformacij A(A) je grupa.

b. MnoZica vseh dilatacij D(A) je podgrupa edinka v A(A).
c. MnoZica vseh translacij T(A) je podgrupa edinka v A(A).
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Dokaz: a. Identiteta id4 je afina transformacija in je enota grupe A(A).
Po trditvi 3.7 ima vsak element v A(A) tudi inverz.

b. Naj bosta 7,p: A — A dilataciji. Tedaj za vsako premico p v A velja
p || 7(p) || p(7(p)). Torej je p o7 dilatacija. Za premico ¢ oznac¢imo p =
77 Yq). Ker je p || 7(p), je 7*(q) || ¢. Torej je inverz dilatacije dilatacija,
zato je D(A) grupa.

Naj bodo 7: A — A dilatacija, p: A — A afina transformacija in p premica
v A. Tedaj je p(p) || 7(p(p)). Ce je p(p) = 7(p(p)), je p = p~ (p(p)) =

p~ (7 (p(p)))- Ce pa je p(p) N 7(p(p)) = 0, je tudi p N p~'(r(p(p))) = 0.
Torej je p || p~L(7(p(p))), zato je p~! o7 o p dilatacija.

c. Naj bosta 7, p: A — A translaciji. Vemo ze, da je 7! dilatacija. Ce je
T # id 4, je brez negibnih tock, zato je tudi 77! brez negibnih tock. Torej je
inverz translacije translacija. Kompozitum p o 7 je dilatacija. Ce je A € A
negibna tocka kompozituma, je 7(A4) = p~1(A4). Po trditvi 3.11 je 7 = p~!
in zato po 1 = idy. Torej je T(A) grupa.

Naj bosta 7: A — A translacija in p: A — A afina transformacija. Vemo
7e, da je p~L o7 o p dilatacija. Denimo, da ima negibno tocko A € A. Teda]
je 7(p(A)) = p(A). Translaciji 7 in id4 se ujemata v tocki p(A), zato sta
enaki. Ce ima kompozitum p~—!o7op negibno tocko, je enak id4. V vsakem

primeru je tako p~! o 7 o p translacija. O

Trditev 3.11 pove, da imamo za poljubni tocki A, B € A najve¢ eno tran-
slacijo, ki A premakne v B. Ne vemo pa, Ce taka translacija sploh obstaja.
Ce zelimo na mnozici A vpeljati strukturo vektorskega prostora, pa potre-
bujemo obstoj take translacije. Dva vektorja namre¢ seStejemo tako, da
drugega transliramo, da ima zacetek v koncu prvega vektorja. Vse kaze,
da aksiomatsko definirana ravnina, ki je izomorfna afini ravnini nad kakim
obsegom, zadosc¢a naslednjemu aksiomu.

A4. Za poljubni tocki A in B obstaja translacija 7, da je 7(A) = B.

Trditev 3.13 V aksiomatsko definirani afini ravnini je prvi Desarguesov
1zrek ekvivalenten aksiomu A4.

Dokaz: Denimo, da v aksiomatsko definirani ravnini A velja prvi Desar-
guesov izrek. Ce imajo premice v A le dve tocki, je A = F3, v kateri velja
aksiom A4. Predpostavimo, da imajo premice v A vsaj tri tocke.
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p

Naj bosta P,P’ € A razlicni in /
ozna¢imo premico p = PP'. Za p] [T(X)

fl

X € A — p naj bosta gx in px ti-
sti premici, da je X € px, px || p,
P’ € gx in gx || PX. Definirajmo
7(X) =px Ngx.

Naj bo Y € p in izberimo poljubno tocko A € A —p. Naj bo ry 4 premica
skozi 7(A), ki je vzporedna premici
Y A. Radi bi se prepricali, da je pre-
sek Y4 = pNry, 4 neodvisen od tocke
A.

Naj bo B Se ena tocka v A — p.
Lo¢imo dve moznosti. Denimo, da B ¢ py = Ar(A). Tedaj so razlicne
premice p, pa in pp vzporedne. Za tocke P,P’ € p, A,7(A) € pa in

p T(A bA PB p (A bA PB
P/ < P/
m% 7(B) Y4=Yn 7(B)
P < P
AN B v B
AB || 7(A)7(B) Yi=Y3p

B,7(B) € pp velja PA || ga = P'7(A) in PB || ¢qg = P'7(B). Po prvem
Desarguesovem izreku sta premici AB in 7(A)7(B) vzporedni. Sedaj pa za
tocke Y, Y4 € p, A,7(A) € pa in B,7(B) € pp velja YA || ry.a = Yar(A)
in AB || 7(A)7(B). Po prvem Desarguesovem izreku je YB || Ya7(B). Ker
je premica ry p tudi vzporedna s premico Y B in gre skozi tocko 7(B), je
YpT(B) =1y, = Ya1(B). Torej je Yp = Ya.

Oglejmo si Se drugo moznost, ko B € pa. Po predpostavki imajo premice
ve¢ kot dve tocki, zato obstaja tocka C' na premici Y B, ki je razlicna od Y
in B. Tedaj je Y4 = Yc in Yp = Y. Torej je presek Y4 =pNry s :=7(Y)
neodvisen od izbire tocke A.

Za tako definirano preslikavo 7: A — A velja 7(p) Cpin 7(A—p) C A—p.

e Preslikava 7 je injektivna: Ce sta X,Y € A — p razlicni tocki, je px # py
ali gx # qy. Zato je 7(X) =px Ngx #py Ngy = 7(Y). Cesta X,Y € p
razlicni tocki, sta za vsako tocko A € A — p premici rx 4 in ry 4 razliéni in
zato je T7(X) =pNrxa#pNrya=1(Y).
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e Preslikava 7 je surjektivna: Naj boY € A—p. Naj bosta p’ vzporednica s
premico Y P’ skozi tocko P in X = p' Npy. Tedaj je px = py in gx = Y P’

119 [Py = px
P] [;
T

YeA—p

in zato 7(X) = Y. Naj boY € p in izberimo A € A — p. Naj bo r/
vzporednica premici Y 7(A) skozi A. Za tocko X = r'Np veljarx 4 = Y7(A)
in zato 7(X) =Y.

e Preslikava 7 je dilatacija: Naj bo ¢ poljubna premica v A. Ce je q | p,
je za vsak X € ¢ premica px = ¢ in zato je 7(X) € ¢. Torej je 7(q) = ¢
vzporedna s ¢. Denimo, da se p in ¢ sekata. Naj bo X =pngq, Y = 7(X)
in r premica skozi Y vzporedna s q. Tedaj je za vsak Z € ¢ — { X} premica
rx,z =r, zato je 7(Z) € r. Torej sta premici 7(p) = r in p vzporedni.

e Preslikava 7 nima negibne tocke: Za X € pin A € A —p velja X € rx a,
zato T(X) # X. Za X € A—ppaje X €px ali X & qx, zato 7(X) # X.

Tako smo za razli¢éni tocki P, P’ € A konstruirali translacijo 7: A — A, ki
P preslika v P'. Ce je P = P, je jasno iskana translacija id4. Torej v A
velja aksiom A4.

Dokazimo e obrat izreka. Denimo, da za aksiomatsko definirano afino rav-
nino A velja A4. Naj bodo p, ¢ in r razli¢ne vzporedne premice v A ter
PP €p, Q,Q € qin R, R € r take razlicne tocke, da je PQ || P'Q" in
QR | @R'. Po A4 obstaja translacija 7: A — A, da je 7(Q) = Q'. Ker
Q # @', iz leme 3.10 sledi 7(P) =pNP'Q =P in7(R)=rNQ'R =R
Ker 7 ohranja vzporednost, sta premici PR in 7(PR) = P'R’ vzporedni. [J

Naj bo A aksiomatsko definirana afina aravnina. Usmerjena daljica v A
je urejen par (A, B) € A x A, kjer nam A predstavlja zacetek in B konec
usmerjene daljice. Na mnozici urejenih parov A x A definiramo ekvivalenéno
relacijo ~ na naslednji na¢in. Para (A4, B) in (C, D) sta ekvivalentna, ce
obstaja translacija 7: A — A, daje 7(A) = C in 7(B) = D. Ker je mnozica
vseh translacij T'(A) grupa (trditev 3.12), je ~ res ekvivalen¢na relacija. Ele-
mente mnozice ekvivalenénih razredov V4 = A x A/ imenujemo vektorji
v A. Vektor, ki pripada usmerjeni daljici (A, B), oznacimo AB.

Aksiom A4 nam omogoca seStevanje vektorjev v aksiomatsko definirani afini
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ravnini A. Naj bosta AB in CD vektorja v A. Tedaj obstaja natanko ena
translacija 7: A — A, da je 7(C) = B. Tako definiramo AB + CD =

Ar(D]) .

Trditev 3.14 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zado$ca
akstomu A4. MnoZica vektorjev V4 je abelova grupa za sestevanje.

Dokaz: Naj bodo &, 7 in Z vektorji v V4. Najbo # = AB. Po A4 obstajata
tocki C'in D, daje i = BC in 7 = CD. Tedajje (£+4)+7 = (AB+BC)+
CD = AC+CD = AD in 7+(j+%) = AB+(BC+CD) = AB+BD = AD.
Torej je sestevanje asociativno.

Vektor AA je enota grupe V4. Obratni element vektorja AB je BA.

Dokazimo Se, da je V4 abelova. Naj bosta OA in OB vektorja v V4. De-
nimo, da so tocke O, A in B nekolinearne. Naj bo p edina vzporednica k
premici OB, ki gre skozi A, in naj bo ¢ edina vzporednica k premici OA, ki
gre skozi B. Po A4 obstajata translaciji 7,p: A — A, da je 7(O) = A in
p(O) = B. Po lemi 3.10 je 7(A) = pNq = p(B). Torej je

OA + OB =0A+7(0)7(B) =O07(B) =

= Op(A] = OB + plOJp(A) =

= OB + OA.

Naj bodo sedaj tocke O, A in B kolinearne. Izberimo poljubno tocko C, ki
ne lezi na premici AB. Translacija ravnine A, ki preslika O v A, tudi tocko B
preslika na premico AB. Zato bodo O, C in konéna toc¢ka usmerjene daljice
z zaGetkom v O, ki predstavlja vsoto OA + OB, nekolinearne. Po zgornjem
razmisleku je zato OC + (OA +OB) = (OA+ OB) +OC. Tudi translacija
7: A — A, za katero je 7(O) = B, preslika premico OB = AB vase. Torej
7(C) € AB in zato po zgornjem velja OB + OC = OC + OB = O7(C) in
OA + O7(C) = O07(C) + OA. 0d tod dobimo

OC + (0OA+OB) =0A+ (OB +0C)=0A+071(C) =
= O07(C) +0A = (OC + OB) + OA.

Na obeh straneh zgornje enakosti z leve pristejemo vektor CO in dobimo,
da elementa OA in OB komutirata. Il

Mnozica vektorjev V4 je v bijekciji z mnozico elementov afine ravnine A.
Izberemo tocko O € A. Za vsako tocko X € A obstaja natanko ena tran-
slacija 7x: A — A, da je 7x(0O) = X. Torej jea vsak vektor predstavljen z
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natanko eno usmerjeno daljico z za¢etkom v toc¢ki O. Preslikava A — Vy,
podana s predpisom A — OA, je tako bijekcija. Pri tej identifikaciji postane
mnozica A abelova grupa, kjer je O nicla grupe, operacija seStevanja pa je
podana s predpisom A + B = 74(B), saj je OA + OB = O74(B) .

Izrek 3.15 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zadoséa
aksiomu A4. Za vsako tocko O € A je A abelova grupa z nic¢lo O in
sestevanjem podanim s predpisom A + B = 14(B), kjer je 74: A — A
translacija, ki O preslika v A.

Od sedaj naprej bomo aksiomatsko definirano afino ravnino A, ki zadosca
aksiomu A4, vedno smatrali za abelovo grupo z zgoraj definirano operacijo
seStevanja. Podali bomo le ni¢lo O grupe A. Obratni element elementa
AcAje—A=71,10),sajje A+7,(0) = 7a(7,"(0)) = O. Ker je 7"
translacija in je O = 7, (A4) € 7,1 (0A), je 7, (OA) = OA. Torej so za
vsak A € A tocke O, A in — A kolinearne.

Lema 3.16 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zado$éa aksi-
omu A4, in O € A nic¢la. Za vsako tocko A € A so tocke O, A in —A
kolinearne.

DRUGI DESARGUESOV IZREK

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom O. Tedaj je za vsak nenicelni skalar
A € O mnozenje my: V — V razteg. Za vsako afino premico a + U C V
je slika my(a + U) = X - a+ U vzporedna z afino premico a + U. Torej
je my dilatacija, ki ima koordinatno izhodis¢e za negibno tocko. Tako smo
ugotovili, kako je treba definirati obseg, da bo V4 vektorski prostor nad
njim.

Definicija 3.17 Naj bosta A aksiomatsko definirana afina ravnina in
O € A. Preslikava p: A — A, ki je konstanta co ali pa dilatacija, za
katero je p(O) = O, se imenuje razteg s srediscem v tocki O. MnoZico
vseh raztegov ravnine A s srediséem v O oznacimo z Ro(A).

Lema 3.18 Naj bo p netrivialen razteg aksiomatsko definirane afine ravnine
A s srediscem v O. Tedaj se za vsak A € A —{O} premica OA z raztegom
p preslika vase.
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Dokaz: Razteg p je dilatacija, zato je p(OA) || OA. Ker je O € p(OA)NOA,
je p(OA) = OA. O

V vektorskem prostoru V' nad obsegom O za taki tocki a,b € V — {0}, da b
lezi na premici Oa, obstaja natanko en skalar A € O, da je b = Aa. Zelimo,
da enako velja za raztege aksiomatsko definirane afine ravnine.

Lema 3.19 Naj bodo A aksiomatsko definirana afina ravnina in A, B, C,
D € A, da je A # B. Tedaj obstaja najvec ena dilatacija 7: A — A, za
katero velja T(A) = C in 7(B) = D.

Posledica 3.20 Naj bodo A aksiomatsko definirana afina ravnina in O, A,
BeA, daje A# O in B € OA. Tedaj obstaja najveé en razteg p: A — A
s srediséem v O, za katerega velja p(A) = B.

Dokaz leme: Ce je C = D, taka dilatacija ne obstaja, saj so dilatacije
bijekcije. Naj bo C' # D in deni- gx Px
mo, da obstaja dilatacija 7: A — A,

da je 7(A) = C in 7(B) = D. X)
Naj bo X € A, ki ni na premici ¢ X

AB. Naj bo px premica skozi C,

ki je vzporedna s premico AX, in A B\i\

qx premica skozi D, ki je vzpore-

dna s premico BX. Dilatacija 7 preslika premico AX v njeno vzpore-
dnico. Ker je 7(4) = C € px, je T(AX) = px. Enako razmislimo, da
je T(BX) = qx. Zato je 7(X) = px Ngx.

ry Naj bo Y € AB. Izberimo po-

#(X) ljubno tocko X € A — AB in naj bo

X ry vzporednica s premico XY skozi

c. tocko 7(X), ki je po prejsnjem od-
7(Y) ;

9\ \B 7 stavku natanko doloc¢ena z vredno-

N stima 7(A) in 7(B). Tedaj je T pre-

slika premico XY v njej vzporedno premico, ki gre skozi 7(X), torej
7(XY) = ry. Zato je 7(Y) = AB Nrx. Tako smo pokazali, da obstaja
kve¢jemu ena dilatacija, ki A preslika v C in B v D. O

Posledica nam zagotavlja enoli¢nost raztega, ne pa obstoja. V aksiomatsko
definirani afini ravnini .4 namre¢ nimamo nobenega zagotovila, da za tocke
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O,A,B € A, za katere je A # O in B € OA, obstaja razteg s srediséem v
O, ki A preslika v B. Zato je treba podati nov aksiom.

A5. Obstaja tocka O, da za taki tocki A in B, da O # A in B € OA,
obstaja razteg p s sredis¢em v O, za katerega velja p(A) = B.

Ce torej v aksiomatsko definirani afini ravnini A velja aksiom A5, obstaja
tocka O, da je mnozica raztegov Ro(A) najve¢ja mozna. V tem primeru
re¢emo, da A zadoSca aksiomu A5 v tocki O. To pa ne pomeni, da A
zado$ca aksiomu A5 v drugi tocki P € A. Bo pa to na primer res takrat,
ko obstaja translacija ravnine A, ki O premakne v P.

Lema 3.21 Naj za tocki A, B € A aksiomatsko definirane afine ravnine
obstaja translacija 7: A — A, da je T(A) = B. Tedaj obstaja bijekcija med
RA(A) in Rp(A).

Dokaz: Definirajmo preslikavo f: Ra(A) — Rp(A) s predpisom f(p) =
Topor ! Velja f(ca) = cp in za netrivialen razteg p je po trditvi 3.12
kompozitum f(p) = 7opo7~! dilatacija. Ker je Topo7 1(B) =T0p(A) =
T(A) = B, je f(p) razteg s sredis¢em v B. Preslikava f je bijekcija z
inverzom p— 7 lopor. O

Posledica 3.22 Aksiomatsko definirana afina ravnina A, ki zado$ca aksi-
omoma A4 in A5, zadosca aksiomu A5 v vsaki tocki O € A.

Pokazali bomo, da peti aksiom sledi iz drugega Desarguesovega izreka.

Izrek 3.23 (drugi Desarguesov izrek) Naj bodo A afina ravnina, p, q
in  razliéne premice v njej, ki gredo skozi isto tocko O. Ce za tocke
P,P' € p, Q,Q € qin R R € r velja PQ || P'Q in QR | Q' R/, je
PR|| P'R.

Drugi Desarguesov izrek velja za afino ravnino A nad obsegom. Izrek bomo
dokazali kasneje in bo sledil iz istega izreka kot prvi Desarguesov izrek. Ni pa
A5 ekvivalenten drugemu Desarguesovemu izreku, je namre¢ ekvivalenten
le njegovi razlicici. Tako kot je aksiom A5 odvisen od tocke O, je tudi
drugi Desarguesov izrek odvisen od nje. Ce v ravnini A izrek velja za vse
premice, ki gredo skozi dano tocko O, pravimo, da A zadosca drugemu
Desarguesovemu izreku v tocki O.
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Trditev 3.24 Aksiomatsko definirana afina ravnina A zadoiéa aksiomu
A5 v tocki O natanko tedaj, ko zadosca drugemu Desarguesovemu izreku
v tocki O.

Iz posledice 3.22 sledi naslednja ekvivalenca.

Posledica 3.25 Aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zadosca aksiomu
A4, zadoséa aksiomu A5 natanko tedaj, ko v njej velja drugi Desarguesov
1zrek.

Dokaz izreka: Denimo, da v aksiomatsko definirani afini ravnini A velja
drugi Desarguesov izrek za tocko O. pPx
Naj bosta A in B v A taki, da je O # p(X)

Ain B € OA. Naj bosta X € A, ki X

ni na premici AB, in px vzporednica
k premici AX, ki gre skozi B. Ker
premici AX in OX nista vzporedni, O A /B
prav tako nista px in OA. Zato lahko definiramo p(X) = OANpx.

qv.c Naj bo Y € AB in izberimo poljub-
no tocko C' € A— AB. Naj bo gy,c
premica skozi p(C'), ki je vzporedna
C premici YC. Radi bi se prepricali,
da presek Yo = OANgy,c neodvisen

19) A Y\ B Yc\ od tocke C.

Naj bo D Se ena tocka v A, ki ni na
OA. Denimo, da D tudi ne lezi na OC. Tedaj se razli¢ne premice OA, OC
in OD sekajo v O. Za tocke A, B € OA, C,p(C) € OC in D,p(D) € OD
velja AC' || pc = Bp(C) in AD || pp = Bp(D). Po drugem Desarguesovem
izreku sta premici C'D in p(C)p(D) vzporedni. Sedaj za tocke Y, Yo € OA,
C,p(C) € OC in D, p(D) € OD velja,daje CD || p(C)p(D) in CY || gv,c =
p(C)Ye. Po drugem Desarguesovem izreku je tedaj DY || p(D)Ye. Ker je
premica qy,p edina, ki je vzporedna s premico DY in gre skozi p(D), je
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p(C) p(C
C C
Yo=Y
0 A 0 B
D D
p(D) p(D)
CD | p(C)p(D) Yo=Yp

qy,p = p(D)Yc. Zato je Yp = OAN qy,p = OAN p(D)YC =Yo.

Naj bo sedaj D € OC. Po posledici 3.3 obstaja tocka E, ki ni ne na OA
in ne na OC = OD. Tedaj je Yo = Yg in Yp = Yg. Torej je presek
Yo = ABNgy,c := p(Y) neodvisen od izbire tocke C.

Tako smo definirali preslikavo p: A — A, za katero velja p(OC) C OC za
vse C € A— {0} in O je edina tocka, ki se preslika v O.

e Preslikava p je injektivna: Naj za X,Y € A, ki nista na premici OA, velja
p(X) = p(Y). Tedaj je OX = OY. Premici px in py potekata skozi tocki
B ¢ OX in p(X) = p(Y). Torej je px = py in zato AX || px || AY. Od
tod sledi AX = AY inzato X =0XNAX =0YNAY =Y.

Naj za X,Y € AB —{O} velja p(X) = p(Y'). Za poljubno tocko C ¢ OA
tako velja gx.c = p(C)p(X) = p(C)p(X) = qv,c. Zato sta premici CX
in C'Y vzporedni in ker se sekata, sta enaki. Zato je X = OANCX =
OANCY =Y.

e Preslikava p je surjektivna: Naj bo Y € A, ki ni na OA. Naj bosta
p vzporednica s premico Y B skozi tocko A in X = pN OY. Tedaj je
px = BY in zato p(X) = px NOX = YBNOY =Y. NajboVY €
OA — {O} in izberimo C € A, ki ni na OA. Naj bosta ¢ vzporednica
premici Y p(C') skozi C'in X = ¢N OA. Tedaj je qx,c = Yp(C) in zato
p(X)=qxcNOA=Yp(C)NOA=Y.

e Preslikava p je dilatacija: Naj bo p poljubna premica v A. Ce je O € p,
iz konstrukcije sledi, da je p(p), torej je slika premice vzporedna s samo
premico. Naj velja O € p. Lo¢imo dve moznosti.

Denimo, da se OA in p sekata in presek oznac¢imo s P. Tedaj je za vsako
tocko X € p — {P} velja p(X) € gpx in gpx || XP = p. Torej je slika
premice p njena vzporednica skozi p(X).
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X
\/ p
o /P A /pP) A B
Premici p in OA se sekata. Prem1c1 p in OA sta vzporedni.

Naj bo sedaj p || OA in naj bosta X,Y € p razli¢éni tocki. Tedaj za tocke
A,B € OA, X,p(X) € OX inY,p(Y) € OY velja AX || px = Bp(X)
in AY || py = Bp(Y). Po drugem Desarguesovem izreku je p = XY ||
p(X)p(Y) = p(p). Torej je p razteg s srediséem v O, ki A preslika v B, zato
A zadosca aksiomu A5 v tocki O.

Dokazimo Se obrat izreka. Denimo, da v aksiomatsko definirani ravnini A
velja aksiom A5 za tocko O. Naj bodo p, g in r razli¢cne premice v A, ki
se sekajo v O, in P,P' € p, Q,Q" € q, R, R’ € r take razlicne tocke, da je
PQ || P'Q in QR || @ R'. Po A5 obstaja razteg p: A — A s srediséem v O,
ki @ preslika v @)'. Ker p premico preslika v vzporedno premico, je p(PQ)
vzporedna s PQ in gre skozi Q'. Tudi P'Q’ je vzporedna s premico PQ in
gre skozi @), zato je p(PQ) = P'Q’. Torej je

p(P)=0PNp(PQ)=0PNPQ =P.

Enako velja p(R) = R'. Razteg p tako premico PR preslika v premico P'R/,
zato sta premici vzporedni. Torej v A velja drugi Desarguesov izrek za tocko
0. O

Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zadosca aksiomu A5 v
tocki O. Izberimo taki tocki A, B € b

A, da so O, A in B nekolinearne. Za g(B/ X(p’g/
poljubna raztega p,0 € Ro(A) na
bosta a in b premici, za kateri velja B
al OA, B€a,b| OBin A €b. / /
Premici p(b) in o(a) nista vzporedni, 7 Yy
njun presek oznacimo X, ;). Tore] A p(A)
urejeni par (p, o) natanko doloca tocko v afini ravnini A.

Velja tudi obratno, namre¢ vsako tocko v A lahko podamo na zgornji naé¢in.
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Velja O = X, co, kjer je co kon- by
stantna preslikava. Za X € A— {0} BX/ X/

naj bosta ax edina vzporednica s ax
premico OA, ki gre skozi X, in bx B

edina vzporednica s premico OB,

ki gre skozi X. Naj bosta Ax =

bx NOA in By — axnOB. Kee 70 A /A

A zadosca aksiomu A5, obstajata raztega pa, pg: A — A s sredisécem v O,
da je pa(A) = Ax in pp(B) = Bx. Po konstrukciji je X = X, ,,. Tako
smo dokazali naslednjo lemo.

Lema 3.26 Naj bodo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki v tocki
O zadoscéa aksiomu A5, in a,b C A nevzporedni premici, ki se ne sekata
v tocki O. Tedaj je preslikava Ro(A) x Ro(A) — A, podana s predpisom
(p,o) — pla) Na(b), bijekcija.

Torej, ¢e je Ro(A) obseg in ¢e je A vektorski prostor nad Rp(.A), je razsez-
nosti 2. Preostanek razdelka bomo posvetili dokazu, da je Ro(.A) obseg, ¢e
le ravnina A zado$¢a obema dodatnima aksiomoma A4 in A5.

Jasno je kompozitum dveh raztegov s sredis¢em v O tudi razteg s srediS¢em
v O. Ker je nenicelni razteg p dilatacija, je inverz p~! tudi dilatacija. Ker
je p71(0) = O, je tudi p~! razteg. Tako smo dokazali naslednjo trditev.

Trditev 3.27 Naj bo A aksiomatsko definirana ravnina. MnoZica nenicel-
nih raztegov Ro(A) — {co} je grupa za komponiranje.

Naj sedaj aksiomatsko definirana afina ravnina A zadosca obema dodatnima
aksiomoma A4 in A5. Po posledici 3.22 ravnina A zado$¢a A5 v vsaki svoji
tocki. Izberimo poljubno tocko O € A. Po izreku 3.15 je A abelova grupa
z enoto O, kjer je seStevanje definirano s predpisom A + B = 74(B), pri
cemer je 74: A — A edina translacija, ki O preslika v A.

Trditev 3.28 Ce aksiomatsko definirana afina ravnina A zadosca aksiomu
A4, je vsak razteg p € Ro(A) homomorfizem abelove grupe A.

Dokaz: Konstantni razteg co je trivialni homomorfizem. Naj bo p netrivi-
alni razteg. Naj bosta X,Y € A taki tocki, da O, X in Y niso kolinearne.
Premaknjena premica 7, x)(OY) je vzporedna premicama OY in X (X +Y).
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Ker sta tocki O,p(Y) € OY, sta ) (0Y)
p(X) = 7x)(0),p(X) + p(Y) =
Tp(x) (p(Y )) 6 T(X)(OY) Ker je To(v)(
p(X) € p(X(X £Y)) | X(X +7), E Y
jep(X(X+Y)) = p(X)(OY) Zato +Y

je p(X +Y) € 7,x)(0Y). Enako /-

dobimo, da sta p(X) + p(Y), p(X + © / X AX )

Y) € 7,v)(0OX). Ker premici 7,x)(OY) in 7,(OX) nista vzporedni, je

v njunem preseku le ena tocka. Torej je p(X) + p(Y) =p(X +Y).
Naj bosta X,Y € A sedaj taki, da so O, X in Y kolinearne. Izberimo Z, ki

ne lezi na premici OX = QY. Tedaj so tocke O, Z, X + Y nekolinearne in
O, X, Y + Z nekolinearne. Iz prejsnjega odstavka tako dobimo

P(X+Y)+p(Z) = p(X+Y)+Z) = p(X)+p(Y +Z) = p(X)+p(Y)+p(2).

Torej je tudi v tem primeru p(X +Y) = p(X) + p(Y), zato je razteg p
homomorfizem. O

Dejstvo, da je A grupa, nam omogoca, da vsakemu raztegu iz p € Ro(A)
priredimo obratni razteg —p s predpisom (—p)(X) = —(p(X)). Poleg tega
lahko na mnozici Ro(A) definiramo Se seStevanje. Za p,o € Ro(A) naj bo
preslikava p + o: A — A podana s predpisom (p + 0)(X) = p(X) + o(X).

Lema 3.29 Naj bosta p,o € Ro(A) raztega aksiomatsko definirane afine
ravnine, ki zadoSca aksiomu A4.

a. Preslikava —p je razteg s srediscem v O.
b. Vsota p+ o je razteg s srediscem v O.

c. Velfjap+o=oc+pinp+ (—p)=co.

Dokaz: a. Iz definicije obratnega raztega sledi, da je —co = co. Naj bo
p netrivialen razteg, tedaj je —p bijekcija, za katero velja (—p)(O) = O.
Pokazimo Se, da —p preslika premico v njej vzporedno premico.

Naj bo p premica v A. Denimo, da je O € p. Po lemi 3.16 je za vsako tocko
X € ptudi —X € p. Ker je p(p) = p, je zato tudi (—p)(p) = p. Naj sedaj
O ¢ p. Naj bo A € p. Premici ¢ in r naj bosta vzporedni s premico p in naj
gre g skozi O ter r skozi —A = 7,1(0). Ker gre 7' (p) skozi 7,1 (A) = O, je
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711 (p) = q. Za vsako tocko X € p
je torej Tgl(X) = X—-A¢€gqin
zato je po lemi 3.16 tudi A — X =
—(X — A) € q. Kerstarin 7, (q)
vzporedni s premico ¢ in gresta skozi
—A, sta enaki. Torej je —X =
7 (A — X) € r. Tako smo poka-
zali, da je (—p)(p) = || p.

b. Ceje p=co, je p+0 =0, in ée je 0 = co, je p+0 = p. V obeh primerih
dobimo razteg s sredis¢em v O.

Naj bosta raztega p in ¢ razli¢na od konstante cg. Denimo, da obstaja X €
A—{0},daje (p+0)(X)=0. Tedaj je p(X) = —0(X), po posledici 3.20
je p=—oin zato p+ o0 =co € Ro(A).

Denimo, da je za vsak X € A—{O} slika (p+0)(X) # O. Pokazimo, da je
v tem primeru vsota p + o bijektivni razteg.

e Vsota p + o je injektivna: Denimo, da je (p+0)(X) = (p+0)(Y). Tedaj
je p(X) — p(Y) = (—0)(X) — (—0)(Y). Ker sta p in —o homomorfizma, se
ujemata v tocki X — Y. Ker sta tako p in o raztega, ki se ujemata v eni
tocki, sta po posledici 3.20 enaka. Tedaj je p+ 0 = p+ (—p) = co. Ker
smo predpostavili, da (p + 0)(X) # O za vse X € A — {0}, je vsota res
injektivna.

e Za razlitni tocki A, B € A velja, da sta premici AB in ((p+ 0)(A))((p+
0)(B)) vzporedni: Ce je O € AB, sta p(A),0(A) € OA = AB in zato
(p+0)(A) € AB. Enako velja za tocko B, zato je premica ((p+0)(A)) ((p+
0)(B)) = AB. Naj sedaj O ¢ AB. Naj bo p || AB, ki gre skozi tocko (p +
0)(A). Premica 7,4)(c(AB)) je vzporedna s premico AB in vsebuje sliko
tocke A s kompozitumom
dveh translacij 7,(4)(c(A)) =
p(A) + o(A), zato je premica
Tya)(0(AB)) = p. Torej je
tudi 7,04)(c(B)) = p(A) +
o(B) na premici p. Prav tako
je premica 7,(g)(p(AB)) vzpo-
redna s premico AB in vsebuje
tocko T,(p(p(4)) = plA) +
o(B). Zato je 1,p)(p(AB)) = p in tocka 7,p)
na p. Torej je premica ((p+ o)(A4))((p+ o)(B)) = p in je tako vzporedna
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s premico AB.

e Vsota p+ o je surjektivna: Naj bo Y € A—{O} poljubna tocka. Izberimo
totko A € A, da so O, A in Y nekolinearne. Tedaj je (p+ 0)(4) € OA in
po predpostavki razlicna od O. Naj bodo p premica skozi tocki (p + o)(A)
in Y, ¢ njena vzporednica skozi tocko A in X = ¢ N OY. Iz prejsnje tocke
sledi, da sta premici AX in ((p+0)(A))((p+0)(X)) = p vzporedni. Ker je
O0X =0Y,je (p+0)(X)=0XN((p+0)(A)((p+0)( X)) =0YNp=Y.

c. Enakosti veljata, saj je A abelova grupa in tako za vsak X € X velja
(p+0)(X) = p(X)+0(X) = o(X)+p(X) = (6+p)(X) in (p+(=p))(X) =
p(X) = p(X) = O = co(X). O

Izrek 3.30 Naj bo O € A poljubna tocka v aksiomatsko definirani afini
ravnini, ki zado$ca aksiomu A4. Tedaj je (Ro(A),+,0) obseg.

Dokaz: Po lemi 3.29 je (Ro(A),+) abelova grupa z ni¢lo cp. Po tr-
ditvi 3.27 je (Ro(A) — {co},o) grupa z enoto idy. Po trditvi 3.28 je
vsak razteg homomorfizem, zato za poljubne raztege p,o,m € Ro(A) velja
p((0+m)(X)) = plo(X)+7(X)) = (po0) (X)+(pom) (X) = (poo+pom)(X)
za vsako tocko X € A. Torej v Rp(A) velja tudi distributivnost, zato je
(Ro(A),+,0) obseg. O

Izrek 3.31 Naj bo A aksiomatsko definirana afina ravnina, ki zadoséa
aksiomoma A4 in A5. Za vsako tocko O € A je A vektorski prostor nad
Ro(A) razseznosti 2. Afina geometrija A je izomorfna afini geometriji

A(RB(A))-

Dokaz: Po izreku 3.15 je A abelova grupa in po zgornjem izreku je Ro(A)
obseg. Naj bodo p,o0 € Ro(A) poljubna raztega in X,Y € A poljubni
tocki. Po definiciji je (p+ 0)(X) = p(X) + o(X) in (poo)(X) = p(o(X)).
Ker je vsak razteg homomorfizem, je tudi p(X +Y) = p(X) + p(Y). Torej
je A vektorski prostor nad obsegom Rp(.A). Naj bosta A, B € A taki
tocki, da O, A in B niso kolinearne. Naj bo a || OA, b || OB, A € b in
B € a. Po lemi 3.26 obstajata natanko dolocena raztega p,o € Ro(A), da
je X = p(b)No(a). Ker je p(A) = p(b) NOA in 0(B) = o(a) N OB, je
p(A) + o(B) = X. Torej je dim A = 2.

Predpis (Ro(A))? — A iz leme 3.26, ki je podan kot (p, o) — p(A) + o(B),
je jasno izomorfizem vektorskih prostorov in zato porodi izomorfizem med
afinima geometrijama A(R%(A)) in A. O
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PAPPUSOV IZREK

Prisli smo skoraj do konca nase zgodbe o aksiomatsko definiranih afinih rav-
ninah. Zgolj z geometrijo v ravnini A smo uspeli definirati vektorsko struk-
turo na mnozici A. Za sam konec se vprasajmo, ¢e lahko zgolj s pomocjo
geometrije ugotovimo, ali je A vektorski prostor nad komutativnim obse-
gom.

Pappus iz Aleksandrije je v 3. stoletju pred nasim Stetjem ugotovil, da
¢e so totke P,Q,R € R? kolinearne, P’,@Q', R’ € R? kolinearne in velja
PR} PR, PQ' } P'Q in RQ' }y R'Q, so tudi PR' N P'R, PQ' N P'Q in
RQ' N R'Q kolinearne tocke.

P Q R

Pappusovega izreka ni tezko dokazati. Pri dokazovanju opazimo, da izrek
velja tudi v nekaterih drugih afinih ravninah.

Izrek 3.32 (Pappusov izrek) Naj bosta p in q razliéni premici v afini
ravnini A nad poljem O in naj bodo P,Q, R € p in P',Q’, R’ € q razliéne
tocke.

a. Ceje PQ' | P'Q in PR’ || P'R, je QR' || Q'R.
b. Ce PQ' }f P'Q, PR' }f P'R in QR' }f Q'R, so tocke PQ' N P'Q,
PR'NnP'R in RQ' N R'Q kolinearne.

Izrek bomo dokazali v naslednjem poglavju, saj bo posledica Pappusovega
izreka za projektivno ravnino. Kako je z izrekom v afinih ravninah nad
nekomutativnimi obsegi?

Izrek 3.33 V afini ravnini A nad obsegom O velja Pappusov izrek na-
tanko tedaj, ko je obseg O komutativen.
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Dokaz: Naj v A velja Pappusov izrek. Izberimo dva skalarja o, 8 € O,
razlicna od niéle in enice. Izberimo dve premici p in ¢ v A, ki se sekata v
tocki O, in tocki P € p ter R’ € ¢, razli¢cni od O. Naj bosta Q = aP in
Q' = BR'. Ker je mnozenje s skalarjem razteg, je PQ" || a«(PQ') = QP’,
kjer smo oznacili P’ := aQ’ = afR'. Enako za tocko R := Q = faP
velja QR' || RQ'. Ker v A velja Pappusov izrek, je tako tudi PR’ || RP'.
Mnozenje s skalarjem af je razteg, ki premico PR’ preslika v njej vzporedno
premico, ki gre skozi tocko (af8)R' = P’. Torej je (aB)(PR') = P'R. Tudi
mnozenje s skalarjem Sa je razteg, ki premico PR’ preslika v njej vzporedno
premico, ki gre skozi tocko (8a)P = R. Tako sta premici (a3)(PR') in
(Ba)(PR') enaki. Zato je (aB)P = OP N (af)(PR') = OPN (Ba)(PR') =
(Ba)(P). Ker se raztega af in fa ujemata v tocki, razlicni od O, sta po
posledici 3.20 enaka. Torej je O komutativen obseg. O
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PROJEKTIVNA
GEOMETRIJA

UVOD

Ce zelimo ¢im bolj realisticno narisati sliko, je treba enako velike
predmete, ki so od nas opa-
zovalca razlicno oddaljeni,
narisati razli¢no veliko. Bolj
kot je predmet oddaljen od
nas, manjsi bo na nasi sliki.
Na primer cesta, ki je v nasi
blizini §iroka, se z oddalje-
nostjo ”oza”. Dale¢ nekje
pa se nam celo zdi, da se levi
in desni rob cestisca stakneta. To pomeni, da se nekje dale¢ na obzorju vse
vzporedne premice staknejo v isto tocko.

Projektivno geometrijo dobimo iz afine tako, da vsaki mnozici vzporednih
premic v afini geometriji dodamo tocko "na obzorju”. Tako se vse vzpore-
dne premice sekajo v novo dodani tocki na obzorju. V projektivni ravnini se
tako poljubni premici sekata v natanko eni tocki. Oglejmo si, kako dobimo
projektivno ravnino iz najmanjse afine ravnine F2. V tem primeru obstajajo
tri druzine vzporednih premic. To so Py = {{(0,0),(1,0)},{(0,1),(1,1)}},
Py = {{(0,0), (0, 1)}, {(1,0), (1, 1)}} in P = {{(0,0), (1, 1)}, {(0, 1), (1,0)}}.
Torej bo imela projektivna ravnina, ki jo dobimo iz afine ravnine F3, tri nove
tocke na obzorju. Na spodnji levi sliki sta premici iz P; obarvani modro in

N
/

pripadajoca tocka v neskoncénosti prav tako. Za mnozico P» je uporabljena

o1
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rde¢a barva in za P3 zelena. Crna premica skozi tocke v neskonénosti pa
predstavlja premico v nesko¢nosti, tako imenovano obzorje. Na zgornji desni
sliki je le lepse narisana projektivna ravnina, ki jo dobimo iz F2. Imenuje
se Fanova ravnina.

Na podoben nacin si lahko prestavljamo projektivno ravnino, ki jo dobimo
iz IFZ%. V tem primeru je p+1 druzin vzporednih premic, v kar se prepri¢camo
na naslednji na¢in. Naj bo 7 = (z,y) smerni vektor ene izmed druzin. Ce
je x # 0, obstaja vektor § = (1,y), ki je linearno odvisen z vektorjem 7
torej kaze v isto smer. Ce pa je = 0, je 7 linearno odvisen z vektorjem
§ = (0,1). Tako dobimo natanko p + 1 razli¢nih vektorjev, ki so paroma
linearno neodvisni. To so (0,1),(1,0),(1,1),...,(1,p—1).

Kako pa si predstavljamo projektivno ravnino, ki jo dobimo iz evklidske
afine ravnine R?? Ravnino R? vlozimo v R? na nivo z = 1. Tedaj je vsaka
tocka v R? x {1} presek te ravnine z nekim enorazseznim vektorskim prosto-
rom v R3. Torej je mnozica tock v R? x {1} v bijekciji z mnozico enorazseznih
vektorskih prostorov v R?, ki ne lezijo na ravnini z = 0. Premica v R? x {1},
podana z enacbo & = 7+ t7, pa je presek ravnine R? x {1} z ravnino, ki gre
skozi koordinatno izhodisce in vsebuje vektorja 7 ter 75. Vsako premico v
R? x {1} tako lahko predstavimo kot dvorazsezen podprostor v R?, razlicen
od ravnine z = 0.

Naj bo P mnozica vzporednih premic v R%2. Naj bo 7 smerni vektor premic
iz P. Torej vsako premico iz P lahko zapisemo z enacbo ¥ = 7y + 7
za nek vektor 7. Premici pripadajo¢i dvorazsezni podprostor napenajta
vektorja 7 in 7. Torej se dvorazsezna prostora, ki pripadata poljubnima
premica iz P, sekata v enorazseznem podprostoru, ki ga doloc¢a vektor 7.
Torej nam enorazsezni podprostori v R% x {0} dolo¢ajo tocke v neskonénosti.
Od tod dobimo idejo, kako definirati projektivno geometrijo nad poljubnim
vektorskim prostorom.

Definicija 4.1 Naj bo V' koncnorazseZen vektorski prostor nad obsegom
O. MnoZica vseh vektorskih podprostorov v V' se imenuje projektivna
geometrija P(V) nad V. Enorazsezne podprostore imenujemo tocke
projektivne geometrije, dvorazsezZne projektivne premice, vektorske pod-
prostore korazsezZnosti 1 pa imenujemo projektivne hiperravnine. Pro-
jektivni prostor PV je mnoZica vseh tock projektivne geometrije P(V').

Naj opomnimo, da topoloska kvocientna prostora (R™ — {0})/ «~ae in
AER{0}
(C*—{0})/ :~a: imenujemo projektivna prostora in ju ozna¢imo z RP"
rec—{0}
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in s CP™. Mnozici RP™ in CP" sta v naravni bijekciji z mnozicama PR"*!
in PC"+1.

Za vsak element U € P(V') projektivne geometrije definiramo projektivno
razseznost kot pdimU = dim U — 1. Definicija je smiselna, saj nam eno-
razsezni vektorski podprostori predstavljajo tocke, torej ni¢razsezne projek-
tivne objekte, dvorazsezni prostori v V nam predstavljajo projektivne pre-
mice, torej enorazsezne projektivne objekte ... Razseznost projektivne
geometrije P(V) je enaka pdim V. Ce je pdimV = 2, je P(V) projektivna,
ravnina. Enorazsezen realen projektivni prostor RP! je topoloska kroznica.
Ceprav tu ne govorimo o topologiji, si bomo projektivno premico RP pred-
stavljali kot kroznico.

Naj bosta X,Y € PV razliéni tocki projektivne geometrije. Projektivna
premica, ki gre skozi X in Y, je dvorazsezen vektorski podprostor v V', ki
vsebuje enorazsezna podprostora X in Y. Torej je premica skozi tocki X in
Y direktna vsota X @ Y. Torej kot v afinem prostoru tudi v projektivnem
prostoru velja, da gre skozi poljubni razli¢ni tocki natanko ena projektivna
premica.

Opazimo, da je projektivna ravnina P(V') ”bolj homogena” od afine ravnine.
Namre¢, poljubni razliéni premici iz P(V') se sekata v natanko eni tocki.
Ce sta L in M razli¢cni premici v P(V), sta L in M razlicna dvorazsezna
vektorska podprostora v trorazseznem vektorskem prostoru V. Vemo, da je
L N M enorazsezen vektorski podprostor v V' oziroma tocka v projektivni
ravnini P(V). To pa ni edina prednost projektivne geometrije pred afino.
Drugo prednost si bomo ogledali v naslednjem razdelku.

Povejmo Se, kdaj sta dve projektivni geometriji izomorfni.

Definicija 4.2 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O
enake razseznosti. Projektivni geometriji P(V) in P(V') sta izomorfni,
ée obstaja bijektivna preslikava 5: P(V) — P(V'), ki ohranja inkluzije;
tj. 2a U <U vV je5(U) <7U") v V'.

Lema 4.3 Naj bosta V in V' wvektorska prostora nad obsegom O enake
razseznosti. Ce je 7: P(V) — P(V') izomorfizem projektivnih geometrij,
za vsak U <V wvelja dim5y(U) = dim U.

Dokaz: Ker je 7 bijekcija, ki ohranja inkluzije, najmanjsi vektorski podpro-
stor {0} v V preslika v najmanjsi vektorski podprostor {0} v V'. Iz enakega
razloga 7 preslika najvecji podprostor V' v najvecjega V.
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Naj bo {x1,...,xx} baza vektorskega prostora U, ki jo dopolnimo do baze
{z1,...,2k,..., 2} vektorskega prostora V. Za i € {0,1,...,n} oznacimo
U; = Lin{z,...,x;}. Ker je ¥ bijekcija, ki ohranja inkluzije, velja

0=70) 27(Uh) 2 - 27(Un) =n.

Torej je za vsak i € {0,1,...,n} razseznost dimv(U;) = ¢ = dimU; in v
posebnem primeru je dim5(U) = k = dim U. O

DUALNOST

V tem razdelku je V' koncno razsezen vektorski prostor nad poljem O. Naj
bo V* vektorski prostor vseh linearnih funkcionalov na V. Naj pripom-
nimo, da v primeru vektorskega prostora V' nad nekomutativnim obsegom
mnozica vseh linearnih funkcionalov nad V' ni vektorski prostor. Namre¢,
za linearen funkcional ¢: V' — O in skalar « € O produkt av-¢: V — O v
splosnem ni linearen.

Naj bo {1, ..., x,} baza vektorskega prostora V. Za vsak i € {1,...,n} de-
finiramo dualni fukcional ¢;: V' — O k vektorju z; s predpisom ¢;(x;) = d; ;.
Torej, ¢; bazni vektor x; preslika v 1, jedro pa je hiperravnina, ki jo na-
penjajo preostali bazni vektorji. Na ta nacin smo podali izomorfizem vek-
torskih prostorov V' — V* ki x; poslje v ¢;. Zgornji izomorfizem med
vektorskim prostorom in njegovim dualom je odvisen od izbire baze. Je
pa drugi dual V** vektorskega prostora V', ki je dualni prostor vektor-
skega prostora V*, naravno izomorfen vektorskemu prostoru V. Naravni
izomorfizem ¢: V — V** je podan s predpisom (z)(f) = f(x); to po-
meni, da je ¢(z): V* — O linearni funkcional, ki vektorju (linearnemu
funkcionalu) f priredi njegovo vrednost v tocki z. Izomorfizma vektorskih
prostorov V' — V*in V' — V** porodita izomorfizma projektivnih geometrij
P(V) - P(V*) in P(V) — P(V*). Vendar pa med geometrijama P (V)
in P(V*) obstaja Se ena bijekcija, ki sicer ni izomorfizem geometrij, saj ne
ohranja inkluzij, a ima zelo zanimive lastnosti.

Definicija 4.4 Zgornji anhilator vektorskega podprostora W <V je
vektorski prostor W+ = {f € V* | f(w) = 0 za vse w € W}. Spodnji
anhzilator vektorskega podprostora U < V* je wvektorski prostor U, =
{veV | f(v)=0 zavse feU}.

Oba anhilatorja sta tako predpisa iz projektivne geometrije nad V v pro-
jektivno geometrijo nad V* oziroma iz projektivne geometrije nad V* v
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projektivno geometrijo nad V. Predpisa nista izomorfizma, saj nikakor ne
ohranjata projektivne razseznosti. V primeru projektivne ravnine oba anhi-
latorja tocke slikata v projektivne premice in obratno, v kar se bomo kmalu
prepricali. Kljub temu pa sta predpisa bijekciji, kot pove naslednji izrek.

Izrek 4.5 Naj bo V' koncnorazsezen vektorski prostor nad poljem Q.
Zgorngi anhilator +: P(V) — P(V*) je bijekcija, ki ima za inverz spodnyji
anhilator | : P(V*) = P(V).

Dokaz: Naj bo U < V poljuben vektorski podprostor. Po definiciji zgor-
njega anhilatorja za vsak f € U* velja f(z) = 0. To pomeni, da vsi
linearni funkcionali iz U~ preslikajo x v 0. Torej je z € (U*),. Tako
smo pokazali, da je U < (U+),. Pokazimo $e inkluzijo v drugo smer. Naj

velja x ¢ U. Izberimo bazo {xi,...,xx} vektorskega prostora U. Ker
x ¢ U, je mnozica {x1,...,zx,x} linearno neodvisna. Dopolnimo jo do
baze {x1,...,2p, Tks1,-..,2n} (Tp41 := x) vektorskega prostora U. Naj

bo ¢ € V* dualni funkcional k vektorju x v ravnokar definirani bazi za V.
Tedaj je p(x) =1#0in p(z;) =0zavsei € {1,...,k}. Od tod sledi, da
¢ preslika vse vektorje iz U v 0 in zato velja ¢ € U*. Ker pa je ¢ € Ut in
¢(x) # 0, element = ni v spodnjem anhilatorju (U+) . S tem smo pokazali,
da je U = (U'), oziroma, da je spodnji anhilator levi inverz zgornjega
anhilatorja.

Dokazovanja, da je spodnji anhilator tudi desni inverz zgornjega anhilatorja,
se lahko lotimo na podoben nacin, kot smo to storili zgoraj. Lahko pa

uporabimo naravni izomorfizem : V — V** in naslednji razmislek. Za
vsak vektorski podprostor U v dualu V* velja

YU =yY{veV | flv)=0zavse feU} =
={Yw) e V™| flv)=0zavse feU} =
= {Y(v) e V** [¢(v)(f) =0 za vse f e U} = U™,

Naj bo sedaj U vektorski podprostor v V*. Tedaj je U, vektorski podprostor
v V in ker Ze vemo, da je spodnji anhilator levi inverz zgornjega anhilatorja,
je (UL)H) L = Uy, Zato je tudi ¢(((UL)")1) = ¢(UL). Po zgornjem
razmisleku je zato

(U =w((UL)) L) =¢(UL) =U".

Ker smo ze pokazali, da ima zgornji anhilator levi inverz, je zato injektivna
preslikava. Torej iz enakosti ((U)+)+ = U™ sledi (U)* = U, kar smo
zeleli pokazati. O
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Oglejmo si nekaj lastnosti zgornjega anhilatorja.

Lema 4.6 Naj bodo V wvektorski prostor nad poljem O in Uy, Us, U vek-
torski podprostori v V.
a. Ceje U, < Uy, je Uss < Ui
. Velja (Uy N U)*t = Ui + Uyt
c. Velja (U + UQ)J_ = Uf‘ N UQJ‘.
d. Veljo dimU+ =dimV —dimU.

=2

Preden se lotimo dokazovanja, navedimo pomembnost zgornjih enakosti. Ce
sta Uy in Uy razlicni tocki v projektivni ravnini P(V), je Uy @ U; projektivna
premica skozi ti dve tocki. Po zadnji enakosti iz leme za i € {1,2} velja
dim UZ-J‘ =dimV —dimU; = 3 — 1 = 2. Torej sta Ui~ in UQJ- projektivni
premici v P(V*). Ker je dim(U; + Us)*t = dimV — dim(U; + Up) = 3 —
2 = 1, je (U + Ua)* tocka v P(V*). Tako iz tretje enakosti sledi, da
zgornji anhilator preslika projektivno premico Uy ® Us v presek projektivnih
premic Ui in Us-. Podobno z uporabo druge in éetrte enakosti dobimo, da
zgornji anhilator preslika presek projektivnih premic U; in Us v projektivno
premico, ki gre skozi tocki Ui~ in Us-; torej v premico (U N Uz)* .

Dokaz: a. Naj bo Uy < Us. Za linearni funkcional f € Us- velja f(z) =0
za vse ¥ € Us. Ker je Uy < Us, je f(x) =0 za vse x € Uy. Torej je f € Ui
oziroma Us- < Ui-.

b. Ker je Uy NUy < Uy, Us, je po prejsnji tocki Ui, Us- < (U3 NUy)*. Torej
je U + Ust < (Up NUs)*. Dokazimo $e obratno inkluzijo. Naj bo f €
(U, NUy)*. Torej je f(x) = 0 za vse x € Uy NUs. Naj bosta Wy in Wo taka
vektorska podprostora v V', da je Uy = (U1NU2)®W7 in Uy = (U1NU2) & Wa.
Naj bo sedaj Wy tak vektorski podprostor, da je (U3 NUs) & Wy & Wy @
Wy = V. Torej za vsak vektor x € V obstajajo enolicno doloc¢eni vektorji
u(z) € Uy NUs, wi(x) € Wi, wa(x) € Wy in wo(z) € Wy, da je z = u(x) +
w1 (x)+wa(x)4wo(z). Tako za linearni funkcional f velja f(z) = f(wi(x))+
f(wa(x)) + f(wo(x)). Definirajmo linearna funkcionala fi, fo: V.— O s
predpisoma fi(z) = f(ws(x)) + f(wo(x)) in fo(x) = f(wi(x)). Po definiciji
je f = fi+ fa. Za vektor z € Uy je wa(z) = wo(x) = 0 in zato fi(x) = 0.
Za vektor z € Us pa je wi(x) = wo(x) = 0 in zato fa(z) = 0. Torej je
f=fitfoin fi € Ui ter fo € Us. Tako smo pokazali, da je f € Ui + Us-
oziroma (U; N Uz)* < Ui + Uy~

d. Pred tretjo enakostjo se prej prepri¢ajmo o veljavnosti zadnje. Naj bo
{z1,...,xr} baza vektorskega prostora U, ki jo dopolnimo do baze {z1,
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ey Ty X1, - - - Ty} vektorskega prostora V. Naj bo {¢1,...,p,} dualna
baza vektorskega prostora V*, torej velja ¢j(x;) = ¢;;. Naj bo linearni
funkcional ¢ € UL. Zapisimo ga v bazi ¢ = ajp1 + -+ + angn. Za
i€{l,...,k} je 0 = o(x;) = ;. Torej je p = Apr1Pk+1 + -+ + anpyn in
zato UL < Lin{pki1,...,0n}. Ker vektor € U zapisemo kot = = Biz1 +
o+ Brag, je za vsak i € {k+1,...,n} vrednost ¢;(z) = frpi(z1) + -+ +
Brpi(xy) = 0. Torej je tudi Lin{pg,1,...,pn} < UL. Tako smo pokazali,
da je Ut = Lin{@gi1,--.,@n} in tako je dim U+ =n —k = dimV —dim U.

c. Ker je Uj,Uy; < Uy + Us, iz druge tocke sledi Ull,UQJ- > (Uy + Ug)*
oziroma Ui~ N Us- > (Uy + Uz)*t. Ce dokazemo, da sta vektorska prostora
Ui NUs in (Up + Usp)* enakih razseznosti, sledi Ui N Uy = (Uy + Us) ™.

Iz cetrte enakosti, ki smo jo ze dokazali, sledi

dim(U; 4 Us)t = dim V — dim(U; + Uy) =
=dimV — (dim Uj +dimU; — dim(U1 N UQ)) =
= dimV — dim U; — dim Uy + dim(U; N Us).

Za izracun razseznosti preseka poleg Cetrte enakosti upostevamo Se enakost
iz druge tocke in dobimo

dim(U- NUy) = dim Uit + dim Uy~ — dim(U- + Uy-) =
= dim Ui + dim Uy — dim(U; N Uy)+ =
= (dimV — dim U;) + (dim V — dim Uy) — (dim V — dim(U; N Uy)) =
=dimV — dim U; — dim U + dim(U; N Uz).

Torej je razseznost dim(Uy + Us)* = dim(Ui- N U5H) in zato je Ui NUs =
(Ul + UZ)L. |

Analogne enakosti veljajo za vektorske podprostore v V* in za spodnji an-
hilator.

Definicija 4.7 Trditev T o projektivni geometriji P(V') je izjava, ki
vkljucuge elemente iz P(V') in relacije med njimi.

Oglejmo si nekaj primerov.

a. 71: Skozi poljubni razli¢éni tocki projektivne geometrije P(V') gre natanko
ena projektivna premica.

Zapisimo trditev zgolj z matemati¢nimi simboli.
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Ti: VX,Y €P(V).X #Y.dimX = dimY =1 =

b. T3:

sekata v natanko eni tocki.

T3 je trditev o projektivni ravnini:

AL eP(V).dimL =2.X,Y < L.

Poljubni razliéni projektivni premici v projektivni ravnini P(V') se

VL,M € P(V).L # M.dim L = dim M = 2 =

AX e P(V).dimX = 1.X < LN M.

c. T3: Tocke X, Y in Z projektivne ravnine P (V') so kolinearne.

T3 je trditev o projektivni ravnini:

X,Y,Z €P(V).dimX = dimY = dim Z = 1A

(BLeP(V).dimL =2X,Y,Z < L).

Definicija 4.8 MnoZico treh nekolinearnih tock A, B, C' in projektiv-
nih premic a = BC, b = AC, ¢ = AB v projektivni geometriji P(V)
imenujemo trikotnik in ga oznacimo z ABC' ali abe.

Trikotnik v projektivni geometriji torej podamo s tremi tockami A, B in C.

Pogoj nekolinearnosti tock pa lahko
zapisemo kot dim(A + B + C) =
3. Lahko pa trikotnik podamo tudi
s tremi projektivnimi premicami a,
b in c.
biti previdni pri zapisu pogoja ne-
kolinearnosti pripadajocih tock. Ce
so projektivne premice v projektivni
ravnini, potem se poljubni dve se-
kata. Tako se pogoj nekolinearnosti
presekov premic glasi dim(aNbne) =

V tem primeru moramo

0. Ce pa so premice v vi§jerazsezni projektivni geometriji, je treba k pogoju
dim(a NbN¢) = 0 dodati Se pogoje dim(a Nb) = 1, dim(aNe¢) = 1 in
dim(bNe¢) = 1, ki povedo, da se premice res sekajo in tako doloc¢ajo oglisca

trikotnika A, B in C.
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d. 74: Mnozica ABC je trikotnik v projektivni ravnini P(V).

T4 je trditev o projektivni ravnini:

A,B,CeP(V).dimA=dimB=dimC =1Adim(A+ B+ C) =3.

Naj bo ¢: V — V' izomorfizem vektorskih prostorov in naj bo 7 trditev o
projektivni geometriji P(V'). Tedaj je ¢(7) trditev o projektivni geometriji
P(V’), ki jo dobimo tako, da v trditvi 7 zamenjamo vse vektorske podpro-
store U < V z vektorskimi podprostori ¢(U) < V'. Ker izomorfizem ohranja
inkluzije, vsote, preseke in razseznost je jasno, da je trditev 7 resni¢na
natanko tedaj, ko je resni¢na trditev ¢(7). Seveda to ni presenetljivo in
podoben sklep velja tudi za trditve o afinih geometrijah. Kar je novo v
projektivni geometriji in nima analoga v afini geometriji, je pojem dualne
trditve, ki jo dobimo s pomoc¢jo zgornjega anhilatorja.

Definicija 4.9 Dualna trditev T* trditve T o projektivni geometriji
P (V) je trditev o projektivni geometriji P(V*), ki jo dobimo iz T tako,
da wvsak wvektorski prostor U, ki nastopa v T, zamenjamo z njegovim
zgorngim anhilatorjem UL, wvse inkluzije obrnemo (torej inkluzijo <
zamenjamo z > in inkluzijo > zamenjamo z <), preseke zamenjamo
z vsotami, vsote zamenjamo s preseki in razseznost zamenjamo s ko-
7a25€Zn0Stjo.

Preden si ogledamo, kaj so dualne trditve k zgornjim Stirim trditvam, se
spomnimo, da je korazseznost vektorskega podprostora U v V enaka dim V —
dimU. Torej dualno trditev dobimo iz trditve tako, ¢e naredimo ravno
taksne zamenjave, kot jih naredi zgornji anhilator, v kar smo se prepricali
v lemi 4.6. Od tod sledi, da je trditev 7 o projekivni geometriji P(V)
resni¢na natanko tedaj, ko je resni¢na njena dualna trditev 7* o projektivni
geometriji P(V*). Tako smo dokazali izrek o principu dualnosti.

Izrek 4.10 (princip dualnosti) Za vsako resmicéno trditev T o projek-
tivni geometriji P(V') je resniéna dualna trditev T* o projektioni geo-
metrigi P(V*) in za vsak izomorfizem ¢: V. — V* vektorskih prostorov
je resnicna trditev o~ (T*) o projektivni geometriji P(V).

Izrek o principu dualnosti nam olajSa dokazovanje v projektivni geometriji,
saj z dokazom trditve 7 dobimo tudi dokaz trditve ¢ =1 (7*) o isti projektivni
geometriji.

Oglejmo si sedaj dualne trditve k zgornjim trem trditvam.
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a. Trditev T; govori o projektivni geometriji P(V').

Ti: VX, Y € P(V).X #Y.dim X =dimY =1 =
AL € P(V).dimL =2.X,Y < L.

Njena dualna trditev 7* govori o projektivni geometriji P(V*).

T vXtvteP(V). Xt £yt dim Xt =dimYt =dimV — 1=
It e P(VH).dim Lt =dimV —2.X1, v+ > Lt

Seveda lahko v trditvi 7;* vpeljemo nove oznake X’ = X+, Y/ = Y in
L' = L. Sedaj se dualna trditev glasi:

T VXY e P(VH).X #Y . dimX =dimY’' = dimV — 1 =
N e P(V*).dimL =dimV —2.X,Y' > L.

Dualna trditev 7;* pomeni, da je presek poljubnih dveh razli¢nih projek-
tivnih hiperravnin projektivni prostor korazseznosti 2.
b. Trditev T2 govori o projektivni ravnini P(V).

Ty: YL,M € P(V).L # M.dimL = dim M = 2 =
X € P(V).dimX = 1.X < LN M.

Dualna trditev 75" govori o projektivni ravnini P(V*).

T VLY, M+ e P(VH).LY # Mt dim Lt =dim Mt =1 =
IXL e P(VH).dim X+ =2.X+ > Lt + M+

XL
MJ_

LJ_

Trditev T3 o geometriji P(V). Trditev 75" o geometriji P(V*).
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Dualna izjava 75" pomeni, da za poljubni razli¢ni tocki v projektivni geo-
metriji P(V*) obstaja natanko ena projektivna premica, ki vsebuje ti dve
tocki. Ker je ta trditev resnica, je po izreku o principu dualnosti resni¢na
tudi trditev 75. O resni¢nosti trditve 75 smo se prepric¢ali Ze na zacetku,
ko smo definirali projektivno geometrijo, a kot vidimo sedaj, je bil dokaz
”odvec”.

c. Trditev 73 govori o projektivni ravnini P(V').

Ti: X,Y,Ze€P(V).dim X = dimY = dim Z = 1A
(3L e P(V).dimL =2.X,Y,Z < L).

Njej dualna trditev 75° govori o projektivni ravnini P(V*).
T X vh zt e P(V).dim Xt =dim Y+ = dim Z+ = 2/
ALt e P(V*).dim Lt =1.X5 vt zH > 1.

L ZL
Z

1 L+
Yy Y
X

XJ_
Trditev T3 o geometriji P(V). Trditev 75° o geometriji P(V*).

Trditev T3 pravi, da so tocke X, Y in Z v P(V) kolinearne. Njena dualna
trditev 73* pa pravi, da se premice X+, Y1 in Z1 v P(V*) sekajo v isti
tocki.
d. Trditev 74 govori o projektivni ravnini P(V).
Ty: A,B,C €P(V).dimA =dim B =dimC = 1A

dim(A+ B+ C) = 3.

Njej dualna trditev 7, govori o projektivni ravnini P(V*).
Ti: AL, Bt Ct e P(V¥).dim At = dim B* = dim C* = 24
dim(At nBtnct) =o.

Torej dualna trditev T; pravi, da je A+BLC* trikotnik v projektivni
ravnini P(V*).
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Definicija 4.11 Trikotnika ABC in A'B'C’ v projektivni geometriji
P(V) sta v perspektivni legi, ce se projektivne premice AA', BB’ in
CC'" sekajo v isti tocki.

Premislimo, kaj je dualna trditev trditve 7 o projektivni ravnini P(V'), ki
pravi, da sta trikotnika ABC in DEF v perspektivni legi.

T: A B,C,D,E,F € P(V).dimA = dim B = dimC = dim D =
dimE =dimF =1A3X € P(V).dimX = 1.X = ADNBENCF.

Trditev T lahko zapiSemo drugace, saj trikotnik namesto z oglis¢i podamo
z nosilkami stranic. Ozna¢imo projektivne premice a = BC, b = CA,
c=AB,d=FEF,e=FDin f = DE. Tedajje A=bNcin D =enf
ter analogno za ostala oglis¢a trikotnika. Projektivno premico AD pa sedaj
zapisemo kot (bNc)+ (eN f) in analogno ostale projektivne premice. Tako
lahko trditev 7 zapiSemo na naslednji nacin.

T: a,b,e,dye, f € P(V).dima = dimb = dime =
dimd =dime=dimf =2A3X e P(V).dim X = 1.
X=(bne)+Eenf)n(ane)+dnf))n((and)+(dNe)).

Sedaj lahko zapiSemo dualno trditev.

T*: at bt et db et fH e P(VH).dimat = dim bt = dimet =
dimdt = dime® = dim f* = 1 A3X* € P(V*). dim X+ = 2.
Xt = (b +hHn(et+9) + (@t +ehHNdE+ )+ (@t +bH)n(dH+et)).

Vpeljemo nove oznake A =at, B=b" C=c¢", D=d", E=¢-, F = f*
inz=X"t.

T : A, B,C,D,E,F € P(V*).dimA =dim B = dimC =
dimD =dimE =dimF =1A3z € P(V*).dimz = 2.
z=(BCNEF)+ (ACNDF)+ (ABNDE).
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Trditev 7 o geometriji P(V). Trditev 7* o geometriji P(V*).

Torej dualna trditev 7* pravi, da za trikotnika ABC in DEF velja, da
presecisca nosilk BC N EF, ACNDF in ABN DFE lezijo na isti premici.

V afini ravnini obstajata dva Desarguesova izreka, saj je treba lociti primera,
ko se premice sekajo v isti tocki in ko so premice vzporedne. V projektivni
ravnini druga moznost odpade, saj se poljubni projektivni premici v pro-
jektivni ravnini sekata. Pojem vzporednosti v projektivni geometriji sploh
ne obstaja.

Izrek 4.12 (Desarquesov izrek v projektivni ravnini) Naj bo V' vektorski
prostor razseznosti 3 nad poljem O. Trikotnika ABC in A'B’'C" v pro-
jektivni ravnini P(V') sta v perspektivni legi natanko tedaj, ko preseciséa
nosilk stranic X = ABNA'B', Y = ACNA'C" in Z = BCNB'C’' lezijo
na isti projektivni premici.

Dokaz: Najprej pokazimo, da ¢e sta trikotnika ABC in A’B’C" v perspek-
tivni legi, so tocke X, Y in Z kolinearne. To trditev ozna¢imo s 7. Ker
sta trikotnika v perspektivni legi, se projektivne premice AA’, BB’ in CC’
sekajo v isti tocki, ki jo oznacimo s P. Projektivnim to¢kam izberimo bazne
vektorje v V. Torej A = Lin{a}, B = Lin{b}, C = Lin{c}, A’ = Lin{d'},
B’ =Lin{b'}, C" = Lin{c'} in P = Lin{p}. Ker tocka P lezi na projektivnih
premicah AA’, BB’ in CC’, obstajajo skalarji o, o/, 8, 5',v,7 € O, da velja

p=aa+dd =pBb+ YV =~vc++'c.
Od tod sledi, da je aa — b = B’V — o’d’, kar pomeni, da vektor z =

aa — b = BV — o'd lezi v presecku AB N A'B’ = X. Enako sledi, da
vektor y = aa — ye = 7'd — o’a’ lezi v preseku AC N A'C' =Y in vektor
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z = Bb—yc =1+ —p'V lezi v preseku BCNB'C' = Z. Torej je X = Lin{z},
Y = Lin{y}, Z = Lin{z} in velja

z=pb—vc=(aa—yc)— (aa — pb) =y — x.

Tako velja Z < X @Y, kar pomeni, da so tocke X, Y in Z kolinearne, kar
smo zeleli dokazati.

Pred formulacijo izreka smo pokazali, da dualna trditev 7* pravi, da ¢e za
trikotnika ABC in A’B'C’ velja, da so preseki AB N A'B’, AC N A'C’ in
BCNB'C’ kolinearni, sta trikotnika v perspektivni legi. Po izreku o principu
dualnosti je dualna trditev 7* resni¢na. Hkrati pa je dualna trditev ravno
implikacija Desarguesovega izreka v drugo smer. S tem je izrek dokazan. [J

Se enkrat pripomnimo, da nam ”homogenost” projektivne geometrije zelo
olajsa delo. Ne samo, da imamo v projektivni geometriji le en Desarguesov
izrek, Se tega je treba dokazati le v eno smer, saj dokaz v drugo sledi po
izreku o principu dualnosti. Desarguesov izrek je torej sam sebi dualen.

Priznati pa moramo, da smo Desarguesov izrek v projektivni ravnini doka-
zali le za projektivne ravnine nad vektorskim prostorom nad poljem. Edino
mesto, kjer smo potrebovali komutativnost polja O, je obrat izreka, ko smo
uporabili izrek o dualnem principu. Bralec lahko poskusi dokazati obrat iz-
reka brez uporabe izreka o dualnem principu in jasno za projektivno ravnino
nad vektorskim poljem nad poljubnim (ne nujno komutativnim) obsegom
O. Privzetek o komutativnosti obsega O ni ”pretiran”, saj nas predvsem
zanimajo vektorski prostori nad R, Q, C in e, ki pa so vsi komutativni.

Zeleli bi si, da izreke, ki veljajo v projektivni geometriji, uporabimo za do-
kazovanje izrekov v pripadajo¢i afini geometriji. Na primer, ali oba Desar-
guesova izreka v afini ravnini sledita iz pravkar dokazanega Desarguesovega
izreka v projektivni ravnini. To storimo tako, da afino geometrijo vlozimo
v projektivno.

VLOZITEV AFINE GEOMETRIJE V
PRO G

JEKTIVNO GEOMETRIJO

Ze v uvodu, ko smo motivirali definicijo projektivne geometrije, smo pove-
dali, kako afino ravnino R? vlozimo v vektorski prostor R? na nivo z = 1,
kar je vlozitev afine ravnine R? v projektivno ravnino PR3. Opisimo sedaj
vlozitev za poljuben primer.
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Naj bodo V vektorski prostor razseznosti n + 1 nad obsegom O, W < V
vektorski podprostor razseznosti n in vektor a ¢ W. Tedaj je A = a+ W
n-razsezen afin podprostor v V. Vlozitev I: A(A) — P(V) definiramo s
predpisom [(X) = Lin{X’}. Naslednji izrek opravici ime vlozitev za pravkar
podan predpis .

Izrek 4.13 Pri zgornjih oznakah ima preslikava 1: A(A) — P(V) na-
slednje lastnosti.
a. Preslikava | je injektivna.

b. Vektorski podprostor U < V' je v zalogi vrednosti natanko tedaj, ko
U ¢ W. Torej je zaloga vrednosti Zz = P(V)\P(W).

c. Ceje X C Y vA(A), jel(X) < 1Y) vP(V). Torej preslikava |
ohranja inkluzije.

d. Ce je {X\}ren druZina afinih podprostorov v A z nepraznim prese-
kom, je B B
HMaeadn) = Meal(Xn)-

e. Ceje {X\}rea druzina afinih podprostorov v A, je
I(Af(UreaXn)) = Sreal(Xy).

f. Za vsak X € A(A) je pdimI(X) = dim X
g. Afina podprostora X in Y v A sta vzporedna natanko tedaj, ko je
(X)NW ClY)NW ali pa je (Y)NW CI(X)NW.

Preden se lotimo dokazovanja povejmo, da so lastnosti preslikave l~, o katerih
govori izrek, take, da preslikavi [ upraviéeno recemo standardna vlozitev
afine geometrije v projektivno.

e Tocka f. izreka pove, da l~preslika tocke afine geometrije v tocke projek-
tivne geometrije, premice afine ravnine v premice projektivne geometrije ...

e Naj bo p afina premica v A skozi tocki A in B. Drugace zapisano, je
p = Af{A, B}. Tocka e. izreka pove, da je I(p) = (A) + I(B). Torej je I(p)
projektivna premica skozi tocki I(A) in I(B).

e Naj bosta p in ¢ afini premici v A, ki se sekata v tocki A. Torej je
A = pngq. Po tocki d. izreka je I[(A) = I(p) NI(q), se pravi, da je [(A)
preseciice projektivnih premic I(p) in I(q).

Naj bo T trditev o afini geometriji A(A). Tedaj je inducirana trditev
I(T) trditev o projektivni geometriji P(V), ki jo dobimo iz T tako, da vsak
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afin podprostor X v A zamenjamo z vektorskim prostorom [(X), razseznosti
zamenjamo s projektivnimi razseznostmi, inkluzije pa ohranimo.

Ali lahko iz resni¢nosti trditve 7 sklepamo na resni¢nost trditve I(7) ali
pa obratno? V splosnem ne. Oglejmo si trditev 7 o afini ravnini A(A),
ki pravi, da se premici p in ¢ sekata. O¢itno je inducirana trditev pra-
vilna, saj se v projektivni ravnini poljubni projektivni premici sekata in se
tako v posebnem primeru sekata tudi I(p) in I(g). Zapisimo trditev T z
matemati¢nimi simboli.

T:pqgeA(A).dimp=dimg=1A3X € A(A).dimX =0.X =png.

Sedaj opazimo, kje nastopi tezava. V trditvi 7 nastopa kvantifikator 3,
preslikava [ pa ni surjektivna. Torej, ¢e se preslikani premici sekata ravno v
tocki, ki ni v sliki preslikave [, se jasno p in ¢ ne sekata; sta namre¢ vzpore-
dni. Torej ¢e v trditvi 7 nastopa kvantifikator 3, iz pravilnosti inducirane

trditve /(7) ne moremo sklepati na pravilnost trditve 7. Lahko pa iz pra-
vilnosti trditve 7 sklepamo na pravilnost inducirane trditve (7). Podoben
razmislek naredimo za kvantifikator V in dejstva povzamemo v naslednji

trditvi.

Trditev 4.14 Naj bo l: A(A) — P(V) standardna vioZitev afine geometrije
v projektivno in naj bo T trditev o afini geometriji A(A).

a. Cev T ni kvantifikatorjev, je trditev T resnicna natanko tedaj, ko je
resnicna trditev 1(T).

b. Ce v T ne nastopa kvantifikator 3 (nastopa pa lahko V), iz resni¢nosti
trditve T sledi resnic¢nost trditve 1(T).

c. Cew T ne nastopa kvantifikator V (nastopa pa lahko 3), iz resnic¢nosti
trditve [(T) sledi resnic¢nost trditve T .

Zgornja trditev je zadosten razlog, da se lotimo dokaza izreka 4.13. Se prej
pa potrebujemo nekaj pomoznih trditev.

Lema 4.15 Naj bo I: A(A) — P(V) standardna vloZitev afine geometrije

v projektivno. Tedaj za vsak v+ U € A(A) velja l(x + U) = Lin{z} ® U.

Dokaz: Pripomnimo, da x ¢ U. V nasprotnem primeru bi afin prostor
x + U vseboval tocko = + (—z) = 0 kar pa ni res. Spomnimo se namrec,
da smo afin prostor A = a + W definirali tako, da a ¢ W. To pomeni, da
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0 ¢ A in zato koordinatno izhodigée 0 ni v nobenem afinem podprostoru
afinega prostora A. Ker x ¢ U, je Lin{z} N U = {0}.

Jasno je, da vektorski prostor Lin{z} ® U vsebuje mnozico x + U in zato
vsebuje tudi njeno linearno ogrinjaco I(x + U).

Ker je {z} C 2+ U, je I({z}) = Lin{z} < Lin{z + U} = l(z + U). Ker
jeU = (x4 U) —x in sta  + U ter {x} podmnozici vektorskega prostora
l(x+U), je U < l(z+U). Torej je Lin{z} ® U < l(z + U). S tem je lema
dokazana. O

Lema 4.16 Naj bo I A(A) — P(V) standardna vloZitev afine geometrije
v projektivno. Tedaj za vsak x +U € A(A) velja l(x+U)NA=x+U.

Dokaz: Kerje 1+ U Cl(z+U)ina+U C A jex+U Cl(z+U)N A
Dokazimo Se obratno inkluzijo. Ker je x +0 € x + U C A, je po lemi 2.2
A=a+W =x+W. Najbovel(z+U)NA Kerjeve A=z +W,
obstaja w € W, da je v = x +w. Po prejsnji lemi je I(z 4+ U) = Lin{z} @ U,
zato obstajata u € U in a € O, da je v = azx + u. Torej je ax +u=x +w
oziroma w — u = (o — 1)z. Ker sta w,u € W, je tudi (« — 1)x € W. Ker
x &€ W, jea=1. To pa pomeni, dajev =x+u € x+ U, kar smo zeleli
dokazati. O

Lema 4.17 Naj bo I: A(A) — P(V) standardna vloZitev afine geometrije
v projektivno. Ce je U < V vektorski podprostor, ki ni vsebovan v W, je
UNA#Dinl(UNA) =

Dokaz: Ker a ¢ W in je W korazseznosti 1 v V, je V = Lin{a} ® W. Naj
bo f: V — O linearni funkcional za katerega velja f(a) = 1 in f(W) =
0. Naj pripomnimo, da funkcional f definiramo tako, da izberemo bazo
{wi,...,w,} za W. Tedaj je f dualni funkcional k vektorju a pri izbrani
bazi {wi,...,wy,a} vektorskega prostora V. Vsak vektor v € V lahko
zapiSemo kot v = aa + w, kjer je « € O in w € W. Zato je f(v) =
flaa +w) = af(a) + f(w) = a. Torej je f(v) = 1 natanko tedaj, ko je
ve A sepravi A={ve V| f(v)=1}.

Ker U £ W, obstaja vektor ug € U, da je f(up) # 0. Tedaj za ug =
(f (o))~ "o velja

fluo) = f((f(t0)) ™ o) = (f(To0)) " f(uo) = 1,
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kar pomeni, da ug lezi v afinem prostoru A. Torej je presek afinih prostorov
UNA={ue€U| f(u) = 1} neprazen afin prostor. Naj bo g: U — O
zozitev linearnega funkcionala f. Iz g(ug) # 0, sledi g netrivialen in zato
je g71(0) = U’ vektorski podprostor v U korazseznosti 1. Ker je g71(1) =

“1(0) + 1o, je g~ (1) = U N A = ug + U". Ker f(up) = 1in f(U”) = {0},
vektor ug € U’. Tako po lemi 4.15 sledi

(UNA) =1(up+U') = Lin{ug} & U’

in zato dim(UNA) = 1+dimU’ =1+ (dimU — 1) = dim U. Ker je UN A
afin podprostor v vektorskem prostoru U, je tudi njegova linearna ogrinjaca
(UNA) < U. Zgoraj pa smo dokazali, da sta vektorska prostora (U N .A)
in U enakih razseznosti, zato sta enaka. O

Lema 4.18 Naj bo V' vektorski prostor in naj bodo X,Y,Z <V taki, da je
Z<X. Tedajje XN (Y +2Z)=(XNY)+Z.

Poudarimo, da lema v splosnem ne velja, ¢e Z ni vektorski podprostor v X.
NajboV=R%2 X =R x {0}, Y ={0} xR in Z = {(z,7) € R? | z € R}.
Tedaj je Y + Z = R? in zato X N (Y + Z) = X. Presek X NY je trivialen
vektorski podprostor, zato je (X NY)+Z =2. Torej XN(Y +2) =X #
Z=(XNY)+Z.

Dokaz: Ker sta vektorska prostora Z in X NY podprostorav X in Y + Z,
e(XNY)+Z<Xn(Y+2).

Dokazimo $e obratno inkluzijo. Naj bo x € X N (Y + Z). Tedaj obstajata
y€Yinz e Z, daje x = y+ z. Po predpostavki je Z < X, kar pomeni,
da je z € X. Torej jey = x — 2z € X in zato tudi y € X NY. Dokazali
smo, da lahko x zapiSemo kot vsoto elementov iz X NY in Z, se pravi, da
jeXNY+2)<(XNY)+ Z. O

Lema 4.19 Naj bo I A(A) — P(V) standardna vioZitev afine geometrije
v projektivno. Za vsak x +U € A(A) jel(x+U)NW =U.

Dokaz: Po lemi 4.15 je I(z + U) = Lin{z} ® U. Ker je U < W, je po
lemi 4.18 presek (Lin{z} ® U)NU = (Lin{z} NU)+U =U. O

Dokaz izreka 4.13: a. Naj bosta X, € A(A), za katera velja I(x) =
1(Y). Polemi 4.16 je X = I(X)N A =1(Y)NA=). Torej je preslikava [
injektivna.
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b. Naj bo U < V v zalogi vrednosti preslikave l. Torej obstaja afin pod-
prostor X v A, da je [(X) = U. Afin podprostor X lahko zapisemo kot
X=x2+U zanekax €V inU' <V. Ker jex € X C A, lahko po lemi 2.2
afin prostor A zapisemo kot A =a+ W =z + W. Torej x ¢ W. Po drugi
strani pa je z € X C I[(X) = U. Torej U ni podmnozica v W.

Dokazimo Se obrat. Naj bo U < V vektorski podprostor, ki ni podprostor v
W. Po lemi 4.17 je U N A neprazen afin podprostor v A, za katerega velja
(U NA) =U. Torej je U v zalogi preslikave .

c. Ceje X C Y, je l[(X) =Lin{X} C Lin{Y} = 1().

d. Za vsak A € A je X\ C lN(X,\) zato je NMyepaXy C ﬂAeAl(X,\) Ker je
ﬂ)\eAl(X,\) vektorski prostor, ki vsebuje mnozico Nyep Xy, l(ﬂ)\eAXA) pa je
najmanjsi tak vektorski prostor, je l(ﬂ,\eAX,\) - ﬂAEAl(XA)

Pokazimo Se obrat. Po privzetku je presek Nyecp X)) neprazen. Torej obstaja
z, ki je v vseh afinih prostorih X). Zato po lemi 2.2 za vsak A € A obstaja
vektorski prostor Uy < W, da je Xy = x + Uy. Po lemi 4.15 je [(X)) =
Lin{z} @ U,.

Naj bo y € Naeal(X)) = Naea (Lin{z}®U)). Torej za vsak A € A obstajata
ay € Oinuy € Uy, dajey = axz+uy. Najbosta A, i € A razlicna. Tedaj iz
enakosti ayz+uy = auz+uy, sledi (o) —ay)z = uy,—uy. Kerjeu,—uy € W
in vektor x € W, je ay = o =: a in tako tudi uy = Uy =: U Torej je
u € NMxeaUy in zato je y = ax +u € Lin{z} @ (MreaUy) = l(x—l—ﬂ)\eAUA)
I(Maea(@ + Un)) = I(Naeady)-

e. Mnozica UycpX) je podmnozica vektorskega prostora )¢ AT (Xy), ki je
jasno tudi afin prostor. Zato je afina ogrinjaca Af(Uyecp X)) C Zpeal(X)) in
tako tudi l(Af(U,\EAX)\)) C ZAGAZ(X)\)

Po drugi strani pa za vsak A € A velja 1(2)) < I(Af(UxepXy)), zato je tudi
Sreal(Xn) < [(Af(Unendy)).

f. Naj bo X € A(A). Tedaj je X =2+ U zaneka U < W ter z ¢ U in po
lemi 4.15 je I(X) = Lin{z} ® U. Zato je dim[(X) = 1 +dimU = 14 dim X
in pdim{(X) = dim/(X) — 1 = dim X.

g. Naj bosta X',) € A(A) afina podprostora, ki ju zapisimo X = x + Uy
in YV =y + Uy, kjer sta Uy in Uy vektorska podprostora v W in z,y € V.
Tedaj po lemi 4.15 in lemi 4.18 velja [(X) N W = (Lin{z} @ Ux) N W =
Ux + (Lin{z} N W) =Ux in (YY) "W = (Lin{y} & Uy) N W = Uy. Torej
sta afina prostora X' in ) vzporedna natanko tedaj, ko je Ux < Uy ali pa
je Uy < Uy, to pa je natanko tedaj, ko je l( yNW < l(y) N W ali pa je
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y)nw <i(x)ynw. O

Naj bo I: A(A) — P(V) standardna vlozitev afine geometrije v projektivno.
Oznacimo bijekcijo I: A — PV za katero velja [({z}) = {l(z)} za vse tocke
x € A. Iz izreka sledi, da je PV = PW [[{i(z) | « € A}. Mnozico tock PW
imenujemo hiperravnina v neskoné¢nosti projektivne geometrije P (V)
pri izbrani vlozitvi . Iz konstrukcije je jasno, da lahko za vsako projektivno
hiperravnino PW v P(V) izberemo standardno vlozitev [: A(A) — P(V),

da je PW hiperravnina v neskonc¢nosti.

Posledica 4.20 Naj bo I: A(A) — P(V) standardna vloZitev afine ravnine
v projektivno. Razlicni afini premici p in q v afini ravnini A sta vzporedni
natanko tedaj, ko se l(p) in l(q) sekata v toéki v neskonénosti.

Dokaz: Naj bosta U, in U, vektorska podprostora v W in naj bosta z,y €
V,dajep =2+ U, in q = y+U; Ker stapin ¢ afini premici, je
dimU, = dim U, = 1.

Ce sta premici p in g vzporedni, je U, = U, =: U. Tedaj sta Rp) = Lin{z}®

U inl(q) = Lin{y}@U razli¢ni ravnini v trorazseznem prostoru, zato je njun

presek enorazsezen podprostor v V. Jasno je tako I(p) Nl(q) = U. Ker je
U < W, je presek U tocka v neskonénosti.

Denimo, da se I(p) in I(q) sekata v tocki v neskoncnosti. Torej obstaja
U < W razseznosti 1, da je I(p) Nl(¢) = U. Po lemi 4.19 je l(p) "W = Uj,.
Kerje U <1(p)inU < W, je U < I(p)"W = U,. Ker je dimU = dim U, je
U = U,. Enako sklepamo, da je U = U,. Ker je U, = Uy, sta afini premici

p in g vzporedni. O

Za konec tega razdelka z uporabo projektivne geometrije dokazimo nekatere
izreke v afini ravnini. Naj bodo V' vektorski prostor nad obsegom O razsez-
nosti dimV = 3, W < V podprostor razseznosti dimW =2, a € V — W in
A = a+ W afina ravnina.

Izrek 4.21 (Prvi Desargesov izrek za afino ravnino) Naj bodo p, q in
r razlicne vzporedne premice v afini ravnini A in PP’ € p, Q,Q’ € q,
R, R’ € r take tocke, da je PQ || P'Q" in PR || P'R'. Tedaj je tudi
QR || Q'R

Dokaz: Ker so p, q in r vzporedne, obstajajo U < V razseznosti 1 in tocke
z,y,z€V,dajep=ax+U,q=y+Uinr =z+U. Najbol: A(A) — P(V)
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standardna vlozitev afine geometrije v projektivno. Tedaj se projektivne
premice [(p), I(¢) in I(r) sekajo v skupni tocki U (v neskonénosti). Ker
sta tako trikotnika I[(P)I(Q)I(R) in I(P)I(Q")I(R’) v perspektivni legi, so
po Desarguesovem izreku za projektivno ravno tocke I[(P)I(Q) NI(P")I(Q")
I(P)I(R) N U(PHIUR) in L(Q)(R) NI(Q")I(R) kolinearne. Ker [ preslika
afino premico skozi tocki P in @ v projektivno premico skozi tocki [(P) in
1(Q), je I(P)I(Q) = I(PQ). Enako sklepamo za ostale premice. Ker sta
po predpostavki aﬁgi premicl PQ in P'Q’ vzporedni, se po posledici 4.20
projektivni premici [(PQ) in [(P'Q") sekata v neskoncnosti. Enako dobimo,
dase l(PR) in l(P’R’) sekata v neskonénosti. Ker so preseki [(PQ)NI(P'Q’),
I(PR) N l(P’R’) in I(QR) N I(Q'R’) kolinearne totke, se tudi projektivni
premici I(QR) in I[(Q'R’) sekata v tocki v neskonénosti. Po posledici 4.20
sta afini premici RQ in R'Q’ vzporedni. O

Izrek 4.22 (Drugi Desargesov izrek za afino ravnino) Naj bodo p, q inr
razliéne premice v afini ravnini A, ki se sekajo v isti tocki, in P, P’ € p,
Q,Q € q, R,R' € r take tocke, da je PQ || P'Q" in PR || P'R'. Tedaj
je tudi QR || Q'R’'.

Dokaz: Najbo X presek premic p, ¢ in 7. Naj bo [: A(A) — P(V) standar-
dna \Llomtev afine geometrije v projektivno. Tedaj se projektivne premice
1(p), U(q) in I(r) sekajo v tocki {(X). Enako kot v dokazu prvega Desargue-
sovega izreka za afino ravnino zaklju¢imo dokaz z uporabo Desarguesovega

izreka za projektivno ravnino. O

Pozoren bralec je morda opazil, da iz Desarguesovega izreka za projektivno
ravnino sledita Se dva izreka za afino ravnino.

Trditev 4.23 Naj bodo p, q in r razlicne vzporedne premice v afini ravnini
Ain PP €p, Q,Q €q, R,R €r take tocke, da se PQ in P'Q" sekata v
tocki X ter PR in P'R' vY. Tedaj se QR in Q'R sekata v tocki na premici
XY ali pa veljo QR || Q'R || XY'.

Trditev 4.24 Naj bodo p, q inr razlicne premice v afini ravnini A = a+ W,
ki se sekajo v isti tocki, in P,P" € p, Q,Q’ € q, R, R’ € r take tocke, da se
PQ in P'Q" sekata v tocki X ter PR in P'R' vY. Tedaj se QR in Q'R
sekata v tocki na premici XY ali pa velja QR || Q'R || xy.
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Obe trditvi dokazemo enako kot oba Desarguesova izreka za afino ravnino.

Izrek 4.25 (Pappusov izrek za projektivno ravnino) Naj bodo V' vektor-
ski prostor nad poljem O razseinosti dimV = 3 in p,q C PV razlicni
projektivni premici. Za razlicne tocke A,B,C € p in A',B',C" € q,
od katerih nmobena ni enaka preseku p N q, so preseki X = AB' N A’'B,
Y =AC'NA'C in Z = BC' N B'C kolinearne tocke.

Dokaz: Za tocko O := p N q izberemo bazni vektor o € O. Izberemo Se
u € pinwv € ¢, da je {o,u} baza za p in {0,v} baza za ¢q. Ker sta premici
p in ¢ razli¢ni, je {o,u,v} baza za V. Ker so tocke A, B, C, A’, B in C’
razlicne od O, obstajajo skalarji «, 3,v,a/,5',7 € O, da je ao +u € A,
Bo+u€eB,vo+uelC,do+ved,o+veB inyo+vel. Kerje

r:=(c' — ) (ao+u) + (a—B)(Bo+v) =
=(a’ = f')(Bo+u) + (o — B)(do+ ),

y :=(a' =)o+ u) +(a—7)(Yo+v)=
=(a' =) (vo+u) + (a —7)(@o+v),

z:=(8" =) (Bo+u) + (B -v)(Wo+v) =
=(8' =) vo+u) + (B —7)(Bo+wv),

je X = Lin{z}, Y = Lin{y} in Z = Lin{z}. Ker je

z+z=((ad = B0+ (o' — Bu+ (a — B)v)+
+ (BB =)o+ (B =7 )u+ (B —7)v)
=(ad’ =)o+ (& =7 )u+ (a =y)v =y,

so tocke X, Y in Z kolinearne. O

Pappusov izrek za afino ravnino dokazemo na enak nacin kot smo dokazali
Desarguesova izreka.

KOLINEACIJE IN PROJEKTIVNOSTI

Sedaj smo se ze malo sprijaznili s projektivno geometrijo, nismo pa Se nicesar
povedali o transformacijah projektivnih prostorov. Kot pri afinih prosto-
rih je tudi tu smiselno zahtevati, da transformacija projektivne geometrije
preslika kolinearne toc¢ke v kolinearne. Ker nam ta pogoj nicesar ne pove v
primeru enorazsezne projektivne geometrije, saj so v njej poljubne tocke ko-
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linearne, se bomo za nekaj ¢asa omejili na projektivne geometrije razseznosti
vsaj 2.

Definicija 4.26 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O
razseznosti dimV = dim V' > 3. Bijektivno preslikavo 9: PV — PV’
mmenugjemo kolineacija, ce poljubne tri kolinearne tocke preslika v ko-
linearne.

Ni tezko poiskati kaksne kolineacije. Naj bo M : V — V' bijektivna semili-
nearna preslikava. Tedaj za vsak enorazsezen vektorski podprostor X <V
velja, da je MX < V' tudi enorazsezen. Tako lahko definiramo preslikavo
Yrr: PV — PV’ s predpisom 9, (X) = MX. Ker je M bijektivna, je tudi
¥ bijektivna. Preverimo Se, da 9, ohranja kolinearnost. Naj bodo X, Y
in Z razlicne kolinarne tocke v PV. To pomeni, da je Z < X &Y. Ker je
preslikava M aditivna, je MZ < M(X ®Y) = MX & MY oziroma tocke
I (X) = MX, 9y (Y) = MY in 9y (Z) = MZ so kolinearne. Tako smo
se prepricali, da je ¥,; res kolineacja.

Vecéji del tega razdelka bomo namenili dokazu, da je vsaka kolineacija PV —
PV’ enaka 1, za neko bijektivno semilinearno preslikavo M: V — V.

Lema 4.27 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O razseZnosti
dimV = dimV’ > 3. Naj bo ¥: PV — PV’ kolineacija in naj bodo
X0, X1,..., X, <V enorazseini vektorski podprostori. Ce je Xo < X1 +
s X, ge 3(Xo) < N X))+ +H(X).

Dokaz: Lemo bomo dokazali z indukcijo na n. Ce je n = 1, ni kaj doka-
zovati. Ce je n = 2, iz pogoja Xy < X; 4+ X, sledi, da so tocke X, X in
Xo v PV kolinearne. Ker je ¢ kolineacija, so tocke #(Xy), ¥(X1) in ¥(X2)
v PV’ kolinearne oziroma 9¥(Xo) < 9(X1) + 9(Xa).

Denimo, da lema velja zan — 1. Naj boz € Xo < X7 +---+ X,,. Za vsak
i € {1,...,n} obstaja vektor z; € X;, da je x = z1 + ... + x,. Tedaj je
Xo < Lin{z1} + Lin{zg + --- + z,} = X1 + Lin{xs + --- + x,}. Ker je ¢
kolineacija, je ¥(Xo) < ¥(X1)+9d(Lin{za+---+z,}). Ker je Lin{xa+---+
zn} < Xo+...4+ X, po indukeijski predpostavki velja ¢(Lin{xo+- - -+, }) <
9(X2) + -+ 0(Xp). Od tod pa sledi 9(Xp) < I(X1) + -+ 9(Xn). O

Iz leme sledi, da kolineacija koplanarne tocke preslika v koplanarne. Nepo-
sredno iz tega Se ne moremo sklepati, da bo mnozica slik kolineacije neke
projektivne ravnine spet projektivna ravnina. Iz leme namre¢ sledi le, da
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bomo dobili podmnozico. Ob predpostavki, da je ¥ bijekcija, si tezko pred-
stavljamo, da bi dobili pravo podmnozico projektivne ravnine. Prepricajmo
se, da so naSa predvidevanja pravilna.

Lema 4.28 Naj bosta V' in V' vektorska prostora nad obsegom O razsez-
nosti dimV = dimV’ > 3. Naj bo ¥: PV — PV’ kolineacija in naj bodo
X1,..., X, <V taki enorazsezni vektorski podprostori, da je V =X1®---@
Xp. Tedaj je VI =9(X1) @ @ HXp).

Dokaz: Naj bo X € PV poljubna tocka. Tedajje X <V =X1®---® X,.
Po prejsnji lemi je ¥(X) < ¥#(X1) + -+ + ¥ X,,). Ker je ¥ surjektivna, je
HX1)+ -+ Xy,) = V. Kerjedim V' = dimV = n, je 3(X1)+- - -+9(X,,)
n-razsezen vektorski prostor. To pa je res le, Ce je zgornja vsota direktna
vsota, tore] V/ = 9(X1) & --- @ I(X,,). O

Posledica 4.29 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O raz-
seznosti dimV = dim V' > 3. Naj bo ¥: PV — PV’ kolineacija in naj bodo
X1,..., Xy <V taki enorazsezni vektorski podprostori, da je X1 ® --- & Xj
k-razsezen vektorski podprostor vV . Tedaj je $(X1)®- - -®H Xy) k-razsezen
vektorski podprostor v V.

Dokaz: Obstajajo enorazsezni vektorski podprostori Xgi1,...,X, < V|,
dajeV=X1® - ®Xp® - & X,. Poprejsnji lemi je V' =9(X;)D--- P
N Xg)@---dY(X,,). To pa ze pomeni, da je ¥(X1) ®- - BI(Xy) k-razsezen
vektorski podprostor v V. O

Izrek 4.30 Naj bosta V in V' wektorska prostora nad obsegom O
razseznosti dim'V = dim V' > 3. Kolineacijo ©¥: PV — PV’ lahko na
en sam nacin raz§irimo do izomorfizma ¥: P(V) — P(V') projektivnih
geometri].

Preslikava ¥ nam preslika le tocke projektivne geometrije P(V'). Izrek pravi,
da lahko predpis razsirimo na vektorske podprostore v V', katerih razseznost
je razlicne od 1, tako da bo iz U < U’ sledilo 9(U) < ¢(U").

Dokaz: Ce je U = {0} < V, definiramo 9({0}) = {0}. Naj bo U <
V' poljuben netrivialen vektorski podprostor. Tedaj obstajajo enorazsezni
vektorski podprostori Xi,..., Xy <V,dajeU = X;+---+Xj. Definirajmo
Y(U) =9(X1)+---+09(Xj). Seveda bi lahko prostor U zapisali kot direktno
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vsoto, a bomo pokazali, da je tako podan predpis ¥ dobro definiran; t.j.
neodvisen je od zapisa U kot vsoto enorazseznih vektorskih podprostorov.

e Predpis J je dobro definiran: Naj bodo Yi,...,Y; < V taki enorazsezni
podprostori, za katere tudi velja U = Y] +--- 4+ Y. Za vsak i € {1,...,l}
jeY; <U =X+ + Xj. Polemi 4.27 je 9(Y;) < 9(X1) + -+ + ¥(X}) in
zato ¥(Y1) + - + HY)) < 9(X7) + -+ + ¥(Xi). Enako dokazemo obratno
inkluzijo.

e Preslikava J: P(V) — P(V’) je surjektivna: Naj bo U’ < V’ netrivi-
alen vektorski podprostor. Tedaj obstajajo taki enorazsezni podprostori
Yi,...,Y, < V'’ za katere velja U = Y] + --- + Y. Ker je preslikava 9
surjektivna, za vsak i € {1,...,k} obstaja enorazsezen vektorski podprostor
X; <V,dajed(X;) =Y. Tedajje d(X1+ -+ Xp)=Y1+-+Y, =U"
Torej je ¥ surjektivna.

e Po konstrukciji preslikava J ohranja inkluzije.
o Za vsak U < V velja dim 9(U) = dim U. To sledi iz posledice 4.29.
e Preslikava 0: P(V) — P (V') je injektivna: Najza U, U’ < V velja 9(U) =

5([] "). Lahko predpostavimo, da U ni vsebovan v U’ (v nasprotnem primeru
zamenjamo vlogi U in U’). Tedaj obstaja enorazsezen vektorski podprostor
X <U',daje XNU = {0}. Naj bodo Xi,...,X; < V taki enorazsezni
podprostori, da je U = X1 @ -+ ® Xj. Ker je X < U, je 9(X) < J(U") =
Y(U). Torej velja

HX @U) =9(X) +0(X1) + ...+ 0(X)) =

S pomocjo prejsnje tocke tako dobimo dim(X © U) = dim@(X eU) =
dimd(U) = dimU < dim X @ U. To pa je v protislovje, zato je ¢ res
injektivna.

e Razsiritev je enoliéna: Denimo, da je 0: P(V) — P(V’) Se en izomorfizem
projektivnih geometrij, ki je razsiritev preslikave 9. Naj bo U < V poljuben
vektorski podprostor. Naj bo {z1,...,z;} baza za X, ki jo dopolnimo do
baze {x1,...,%k,...,xn} za V. Za i € {1,...,n} naj bosta X; = Lin{xz;}
in U; = Lin{zy,...,2;} = X1 & --- @ X;. Ker 9 ohranja inkluzije in je
injektivna, dobimo strogo narasc¢ajoco verigo vektorskih podprostorov

{0} SI(U1) SIU2) S -+ S I(Un—1) S0(U,) = V.
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Zadnja enakost sledi iz dejstva, da je ) surjektivna preslikava, ki ohranja
inkluzije, in je U, = V najveéji vektorski podprostor v V. Iz zgornje verige
dobimo naslednjo Stevilsko verigo

0 = dim{0} < dimd(U7) < --- < dimJI(Uy_1) < dimI(U,,) = dim V' = n.

To pa pomeni, da je za vsak i € {1,...,n} razseznost dim @(U@) =14. Ker
je U = Uy, je tako dim @(U) = k = dimU. Po predpostavki razsiritev )
ohranja inkluzije, zato je J(X;) = I(X;) < I(U) za vsak i € {1,...,k}.
Ker sta vektorska prostora 9(U) in J(U) enake razseimosti k in je 9(U) =
I(X1) + -+ 9(Xp) < O(U), sta enaka.

S tem smo pokazali, da obstaja le ena razsiritev kolineacije 9 do izomorfizma
projektivnih geometrij. O

Poleg dejstva, da za vsako kolineacijo ¥: PV — PV’ obstaja (natanko
ena) razdiritev do izomorfizma ¥: P(V) — P(V') projektivnih geometrij,
si je dobro zapomniti zacetek dokaza, kjer je razsiritev konstruirana. Torej
za vsak vektorski podprostor U < V pois¢emo enorazsezne podprostore
X1,..., Xk <V,dajeU =X+ -+ X} in tedaj je #(U) = HXy) +---+
I (X%).

Posledica 4.31 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O raz-
seznosti dimV = dimV’ > 3. Naj bo ©: P(V) — P(V') (edini) izomorfi-
zem, ki je razsiritev kolineacije 9: PV — PV'. Tedaj za poljubna vektorska
podprostora U, Z <V welja

a. U+ 2)=0U)+9(Z) in
b. J(UNZ)=d(U)NIZ).

Dokaz: a. Naj bodo X1,..., X, Y1,...,X; <V taki enorazsezni vektorski
podprostori, da je U = X;+---+ X in 2 = Y1 4+ --- 4+ Y. Tedaj je
U+7Z2=X1+--+Xx+Y1+---+Y in zato

WU+ Z) =9(X1) + -+ 9(Xp) + 9(Y1) + - - +9(V) = (U) + I(2).

b. Ke£5ohranjainkluzile, je I (UNZ) < I(U)NJ(Z). Ce sta vektorska pro-
stora ¥(UNZ) in ¢(U)NY(Z) enake razseznosti, sta tako enaka. Upostevamo
dejstvi, da za poljubna vektorska prostora U; in Us velja dim Uy +dim Uy =
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dim(U; + U) + dim(U; N Uy) ter da ¥ ohranja razseznosti, in dobimo

dimI(U N Z) =dimU N Z) =
=dimU +dim Z —dim(U + Z) =
= dim (V) +9(Z) — dimI(U + Z) =
= dim (V) + 9(Z) — dim(I(U) + 9(Z)) =
= dim(J(U) NI(2)),

kar smo zeleli dokazati. O

V prejsnjem pogavju smo si ogledali, kako afino geometrijo vlozimo v pro-
jektivno. Zastavi se vpraSanje, ¢e je zozitev kolineacije na primerno vlozeni
afini geometriji tudi afina transformacija.

Izrek 4.32 Naj bodo V in V' wektorska prostora mad obsegom O
razseznosti dimV = dimV’' > 3 in 9: PV — PV’ kolineacija. Naj
bo W <V poljubna hiperravnina in a € V. — W poljuben vektor. Za
W' = 9(W) in nenicelni vektor o’ € ¥(Lin{a}) oznac¢imo A = a+ W
in A" = a' + W'. Preslikava 7: A(A) — A(A’) definirana s predpi-
som T(U) = I(Lin{U}) N A, je izomorfizem afinih geometrij, ki ohranja
vzporednost.

Pripomnimo, da ¢ ohranja razseznost in zato je W' hiperravnina v V.
Torej je zozitev kolineacije na poljubno vlozeno afino geometrijo vedno afina
tranformacija, le vlozitev v P(V') moramo izbrati tako, da 7 slika v pravo
mnozico.

Dokaz: Naj bo U afin podprostor v A. Po lemi 4.17 je
J(Lin{i/}) = Lin{d(Lin{t/}) N A’} = Lin{7U)}.
e Preslikava 7T je injektivna: Naj bosta U in Z afina podprostora v A, za
katera velja 7(U) = 7(Z). Po zgornjem razmisleku je
J(Lin{t/}) = Lin{7(4)} = Lin{7(2)} = J(Lin{Z}).
Ker je ¥ bijekcija, je Lin{i/} = Lin{Z}. S pomocjo leme 4.16 je U =
Lin{y} NA=Lin{Z}NnA=2Z.

e Preslikava 7 je surjektivna: Naj bo ¢ C A’ afin podprostor. Tedaj je
U = Lin{U} < V' in ker je 9: P(V) — P(V’) bijekcija, obstaja Z < V, da
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je 5(2) =U. Ker je Z = Z N A presek afinih prostorov, je afin prostor (v
A). Ker Z ¢ W, tudi Z £ W, in zato po lemi 4.17 velja Lin{Z N A} = Z.
Iz leme 4.16 pa sledi U N A" = Lin{/} N A" = U in zato je

F(Z2) =9(Lin{Z}) N A =ILin{ZNANNA =9(Z)NA =UNA =U.
e Preslikava 7 ohranja inkluzije. To sledi neposredno iz dejstva, da J ohranja
inkluzije.

e Preslikava 7 ohranja vzporednost: Naj bosta U in Z vzporedna afina
prostora v A. Po tocki 7. izreka 4.13 je

Lin{} N W < Lin{Z} N W ali pa Lin{Z} N W < Lin{U} N W.
Ker 9 ohranja inkluzije, je
J(Lin{U}NW) < 9(Lin{ Z}NW) ali pa je J(Lin{ Z}NW) < J(Lin{Ud }nW).

Po posledici 4.31 je slika preseka s preslikavo 9 presek slik. Po definiciji je
Y(W) = W' in zato

J(Lin{U}) N W' < 9(Lin{Z}) N W' ali I(Lin{Z}) N W’ < J(Lin{U/}) N W".
Uporabimo razmislek z zacetka dokaza in dobimo

Lin{7(U)} N W' < Lin{7(Z2)} n W’ ali Lin{7(2)} N W' < Lin{7@U)} nW".
Po tocki 7. izreka 4.13 sta tako afina prostora 7(U) in 7(Z) vzporedna. [
Sedaj imamo pripravljeno vse za osnovni izrek projektivne geometrije.

Izrek 4.33 Naj bodo V in V' wektorska prostora nad obsegom O
razseznosti dimV = dim V'’ > 3 in 9: PV — PV’ kolineacija. Tedaj
obstaja obrnljiva semilinearna M :V — V', da je ¥ = V.

Pripomnimo, da tedaj za vsak vektorski podprostor U = X +---+ X} <V
veljad(U) = H(X1)+ - +9( X)) = MXq+- -+ MX, = M( X1+ -+ Xi) =
MU.

Dokaz: Naj bo J: P(V) — P(V') edina razsiritev kolineacije ¢ do izo-
morfizma projektivnih geometrij. Naj bo W < V poljubna hiperravnina in
a € V—W poljuben. Za W' = (W) in nenicelni vektor o’ € 9(Lin{a})
ozna¢imo A = a+W in A" = o’ +W’. Po ravnokar dokazanem izreku je pre-
slikava 7: A(A) — A(A), definirana s predpisom 7(U) = J(Lin{U}) N A’
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izomorfizem afinih geometrij, ki ohranja vzporednost. Naj bo 7: A — A’
afina transformacija, ki pripada izomorfizmu 7. Torej je {7(x)} = 7({z})
za vse x € A. Po osnovnem izreku afine geometrije obstaja obrnljiva
semilinearna preslikava N: W — W', da za vsako tocko x € A velja
7(x) = ' + N(x — a). Naj bo f € Aut(O) avtomorfizem obsega O, ki
pripada semilinearni preslikavi N.

Vektorski prostor V' zapisemo kot V' = W @ Lin{a}, zato lahko vsak element
z € V na enolicen nacin zapiSemo kot x = w + Aa, kjer je w € W in
A € O. Razsirimo preslikavo N do M: V — V' s predpisom M (w + Aa) =
N(w)+ f(\)d.

e Preslikava M je aditivna: Poljubna elementa xz1,22 € V zapiSsemo kot
x; = w; + A\ja. Tedaj je

M (21 + x2) = M (w1 + Aa+ ws + Aoa) = N(wy +wa) + f(A1 + Ao)d’ =
= N(w1) + f(M)d' 4+ N(wz) + f(A2)a" = M(x1) + M (x2).

e Preslikava M je semilinearna in ji pripada avtomorfizem f obsega O: Naj
boxr=w+Xa €V inaeO. Tedaj je

M(az) = M(aw + aXa) = N(aw) + f(aX)d = f(a)N(w) + f(a)f(N)ad' =
= f(@)(N(w) + f(\)d) = f(a)M(x).

e Preslikava M je injektivna: Naj bo z = w 4+ Aa € Ker M v jedru semili-
nearne preslikave M. Tedaj je 0 = M(z) = Nw + f(\)a’ € W’ & Lin{d'},
zato je Nw = 0 in f(\)a’ = 0. Ker je N injektivna, je w = 0, in ker je d’
nenicelni vektor, je f(A) = 0 oziroma A = 0. Torej je jedro preslikave M
trivialno, zato je M injektivna.

e Preslikava M je surjektivna: Slika semilinearne preslikave je vektorski
prostor v V', Ker sta v sliki preslikave M vektorski podprostor W/ =
N(W) = M(W) ter totka @’ = M(a) in je Lin{W U {a'}} = W', je M
surjektivna.

Tako smo pokazali, da je M: V — V' obrnljiva semilinearna preslikava, ki
ji pripada avtomorfizem f € Aut(O).

Dokazatimo moramo Se, da je ¥ = ¥),. Najbo X < V enorazsezen vektorski
podprostor. Izberimo nenicelni vektor x € X in ga zapisimo kot x = w+ Aa,
kjer je w € Win X € O. Lo¢imo dve moznosti.

e Naj bo A # 0. Tedaj je A\~'z = A~'w + a tudi nenicelni vektor v X. Torej
lahko predpostavimo, da smo izbrali = tak, da je A = 1; se pravi x = w + a.



80 4. PROJEKTIVNA GEOMETRIJA

Tedaj velja

I(X) N A = d(Lin({z}) N A = F({z}) = {7(2)} = {N(z —a) + '} =
={M(x—a)+ Ma} = {M(z)}.

S pomocjo te enakosti in leme 4.17 dobimo

9(X) = Lin{d(X) N A’} = Lin{M(z)} = M(Lin{z}) = MX.

e Naj bo A = 0. Torej je z = w € W in zato je X = Lin{w} = Lin{a,w +
a} NW. Tedaj je

9(X)

Y(Lin{a,a + w}NW) =

= J(Lin{a,a + w}) NI(W) =

= J(Lin{a} + Lin{a 4+ w}) N W' =
= (J(Lin{a}) + ¥(Lin{a + w})) N W' =
= (M(Lin{a}) + M (Lin{a + w})) "W’ =
= (Lin{Ma} 4+ Lin{M (a +w)}) N W' =
= (Lin{a'} + Lin{a' + Mw}) N W' =

= Lin{d,d' + Mw} nW' =

= Lin{d', Mw} N W' =

= Lin{Mw} = N(Lin{w}) = M X.

S tem je osnovni izrek projektivne geometrije dokazan. O

V tem poglavju o kolineacijah smo se omejili na vektorske prostore razsezno-
sti vsaj tri, saj je v ostalih primerih pogoj, da preslikava preslika kolinearne
tocke v kolinearne, na prazno izpolnjen. Vsekakor si ne zelimo poljubne pre-
slikave ¥: PV — PV’ kjer je dimV = dim V'’ = 2, proglasiti za kolineacijo
oziroma projektivno transformacijo. Osnovni izrek projektivne geometrije
nam jasno ponudi definicijo kolineacije tudi za ta primer. Torej je presli-
kava ¢: PV — PV’ med projektivnima premicama (dimV = dim V'’ = 2)
kolineacija, ¢e obstaja obrnljiva semilinearna preslikava M: V — V' da
je Y =1 M-

Definicija 4.34 Kolineacija ¥y, porojena z linearno preslikavo M, se
imenuje projektivnost.
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Omenili smo ze, da obsegi R, Q in F,, kjer je p prastevilo, premorejo le
trivialni avtomorfizem.

Posledica 4.35 Naj bosta V in V' wektorska prostora enake razseZnosti
nad obsegom O € {R,Q,F,}. Tedaj je vsaka kolineacija ¥: PV — PV’
projektivnost.

Polje kompleksnih stevil pa premore tudi netrivialne avtomorfizme. Na pri-
mer konjugacija je ze tak. Ni pa edini. Izkaze se, da je mnozica Aut(C)
nestevna. Kar pomeni, da imamo v primeru kompleksnih projektivnih geo-
metrij veliko kolineacij, ki niso projektivnosti.

Naj bo V vektorski prostor nad obsegom O. Z PGL(V') ozna¢imo mnozico
vseh projektivnosti PV — PV in z PT'L(V) oznatimo mnozico vseh ko-
lineacij PV — PV. Ker za 9,9 € PGL(V) obstajata obrnljivi linearni
preslikavi M, N: V — V., da je 9 = 9y in ¢ = 9y, je ¥ 0 = oy tudi
v PGL(V). Prav tako je ¥,; = 9,1 v PGL(V). Enako lahko sklepamo
za elemente iz PI'L(V'). Torej sta PGL(V) in PT'L(V') grupi. Iz ravnokar
povedanega bi lahko prehitro sklepali, da je grupa PGL(V') enaka grupi
GL(V') vseh obrnljivih linearnih preslikav V' — V| in da je PT'L(V') enaka
grupi I'L(V') vseh obrnljivih semilinearnih preslikav V' — V. To ni res, saj
obstajajo obrnljive linearne preslikave, ki porodijo isto projektivnost.

Naj bo O* mnozica vseh nenicelnih skalarnih matrik {\ | A € O — {0}},
kjer je I: V — V identiteta. Tedaj je O* podgrupa v GL(V) in zato tudi
v I'L(V). Za vsak A\I € O* in vsak U < V je AI(U) = U. Torej je Uxr
identiteta. Tako grupa PGL(V') res ni enaka grupi GL(V).

Izrek 4.36 Naj bo V' wektorski prostor nad obsegom O in dimV > 2.
a. Mnozici PGL(V) in PT'L(V) sta grupi.

b. Grupa PGL(V) je edinka v PT'L(V).

c. Grupa PGL(V) je izomorfna kvocientni grupi GL(V')/O*.

d. Grupa PTL(V) je izomorfna kvocientni grupi I'L(V')/O*.

Dokaz: Tocko a. smo ze dokazali.

b. Naj bo ¥y € PGL(V) in 9y € PTL(V). Tedaj je ¥y o Ipr 0 19]_\,1 =
Inmn-1- Naj bo f € Aut(O), ki pripada semilinearni preslikavi N. Po
trditvi 2.37 je NM N ! semilinearna preslikava, ki ji pripada avtomorfizem
foidpo f~' =idp. Torej je NM N~ linearna preslikava in zato 9y o¥s o
95t € PGL(V). Tako smo pokazali, da je PGL(V) edinka v PTL(V).
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c. Naj bo ¢: GL(V) — PGL(V) homomorfizem, definiran s predpisom
(M) = Ypr. 1z definicije projektivnosti sledi surjektivnost preslikave .
Pokazimo, da je Kerp = O*. O inkluziji O* C Ker ¢ smo se ze prepricali.
Najbo ¥y € Kerp. Zavsak z € V—{0} torej velja Lin{z} = ¥/ (Lin{z}) =
Lin{Mz}. Zato obstaja nenicelni skalar \, € O, da je Ma = \z. Zelimo
pokazati, da je skalar A\, neodvisen od x.

Naj bosta x,y € V linearno neodvisna vektorja. Iz enakosti
Ae® + Ay = Mz + My = M(x +y) = Aaty (T +Y) = Aoy + Aatyy

sledi Ay = Az4+y = Ay. Naj bosta x,y € V linearno odvisna. Ker je dim V' >
2, obstaja vektor z, ki je linearno neodvisen z x in z y. Zato je Ay, = A\, =
Ay =: A. Torej je Mz = Ax za vse v € X, kar pomeni, da je M skalarna
matrika AJ.

Tako smo pokazali, da je jedro Ker p = O* in zato je grupa PGL(V) izo-
morfna kvocientni grupi GL(V')/O*.

d. Naj bo ¢: I'L(V) — PT'L(V) homomorfizem, definiran s predpisom
(M) = Yp. Po osnovnem izreku projektivne geometrije je ¢ surjekti-
ven. Preostanek dokaza je enak kot v tocki 3., saj nikjer nismo uporabili
homogenosti preslikave M. O

Naj bosta A in A’ n-razsezna afina prostora. Vsaka afina transformacija
7: A — A’ je natanko doloc¢ena z vrednostmi v n + 1 tockah, ki so afino ne-
odvisne. Tezko pricakujemo podoben rezultat za kolineacije, saj je iz nekaj
vrednosti same kolineacije tezko dolociti avtomorfizem semilinearne presli-
kave, ki porodi kolineacijo. Morda pa velja kaj podobnega za projektivnost.
Najprej razmislimo, s ¢im je treba zamenjati pogoj afine neodvisnosti.

Definicija 4.37 Naj bo V' wektorski prostor nad obsegom O razseznosti
dimV = n. Tedaj n + 1 tock v PV tvori projektivno ogrodje, ce
nobena n-terica teh tock ne leZi na isti hiperravnini.

V primeru, ko je dimV = 2, je PV projektivna premica. Tri tocke iz
PV so projektivno ogrodje, ¢e nobeni dve ne lezita na isti hiperravnini.
V projektivni premici PV je hiperravnina tocka. Torej so tri tocke v PV
projektivno ogrodje, ko so razli¢ne.

V primeru, ko je dimV = 3, je PV projektivna ravnina. Stiri tocke v PV
so projektivno ogrodje natanko tedaj, ko nobena trojica ne lezi na kaksni
projektivni premici v PV.
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Lema 4.38 Naj bo V wvektorski prostor nad obsegom O razseznosti dimV =
n. Ce je {Xo,...,Xn} projektivno ogrodje za PV, obstajajo nenicelni vek-
torji xg € Xg,...,xp € Xy, dajexg =21+ + Tp.

Dokaz: Za vsak i € {0,...,n} izberimo nenicelni vektor y; € X;. Ker
tocke X1,..., X, ne lezijo na isti hiperravnini, je mnozica {y1, ..., y,} baza
vektorskega prostora V. Torej obstajajo skalarji A,..., A\, € O, da je
Yo = A1y1 + -+ An¥n- Ce je Ay = 0, tocke Xo, ..., Xi—1, Xit1,---,Xn
lezijo na isti hiperravnini Lin{y1, ..., ¥i—1, Yi+1,- - -, Yn}. Torej so vsi skalarji
A; # 0 in so tako zg = yo, 1 = A1Y1, - - ., Tn = AnYn iskani vektorji. O

Trditev 4.39 Naj bo V wvektorski prostor nad obsegom O razsezZnosti n.
Projektivnost Upr: PV — PV, ki tma n+ 1 negibnih tock, ki tvorijo projek-
tivno ogrodje za PV, je identicna preslikava.

Dokaz: Naj bodo Xo,..., X, € PV negibne tocke projektivnosti 9, ki
tvorijo projektivno ogrodje za PV. Po lemi 4.38 za vsak i € {0,...,n}
lahko izberimo nenicelni vektor z; € X;, da je xg = 1 + --- + 2. Ker
je Lin{z;} = X; = ¥(X;) = MX,; = Lin{Mux;}, obstaja \; € O, da je
Mzx; = M\jz;. Velja

Ao+ -+ Aoxn = No(z1 + -+ xp) = Moo = M(z0) =
=M(x1+-+x,) = Mx)+- -+ M) =
=Mx1 4+ AT

Ker so vektorji x1, . .., x, linearno neodvisni, je \g = A\; zavsei € {1,...,n}.
Torej je M (z;) = Now; za vse i € {1,...,n}. Ker je {z1,...,2,} baza vek-
torskega prostora V', je M skalarna matrika Agl in zato je ¥,s identi¢na
preslikava. O

Trditev 4.40 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad obsegom O raz-
seznosti dimV = dim V' = n. Naj bosta {Xy, ..., X, } projektivno ogrodje
za PV in {Yy...,Y,} projektivno ogrodje za PV'. Tedaj obstaja natanko
ena projektivnost 9: PV — PV', za katero velja 9(X;) = Y; za vse i €

{0,...,n}.

Dokaz: Po lemi 4.38 za vsak i € {0,...,n} obstajata nenicelna vektorja
€ X;iny; €Y, dajexg=ax1+ -+, inyg = y1+- -+ yn. Definirajmo
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linearno preslikavo M : V' — V' na bazi {z1,...,2,} s predpisom Mx; = y;.
Zaie{l,...,n}je

Ip(X;) = ¥ (Lin{z;}) = Lin{M(x;)} = Lin{y;} = Y;
inzat=0 je
ﬂM(Xo) = ﬂM(Lin{LL‘o}) = UQM(LiIl{.%‘l + -+ xn}) =
= Lin{yo} = Yo.
Torej je ¥y iskana projektivnost. Denimo, da obstajata dve projektivnosti
9,9 : PV — PV’ ki zadoséata predpostavkam trditve. Tedaj je 97! o
¥': PV — PV projektivnost in {Xy,..., X, } projektivno ogrodje za PV

sestavljeno iz negibnih tock. Po prejsnji trditvi je 9! o+ identi¢na presli-
kava oziroma 19 = 1. O

Ali nas preseneti dejstvo, da projektivnost na projektivni premici ni na-
tanko dolo¢ena z vrednostima v dveh razliénih tockah? Spomnimo se, da
je realna projektivna premica PR topoloska kroznica. Ce predpisemo vre-
dnost projektivnosti ¥: PR — PR le v dveh tockah, nismo povedali, ali
bo ¥ ohranila orientacijo ali jo bo obrnila. To storimo, ko predpisemo Se
vrednost projektivnosti 9 v tretji tocki.

PERSPEKTIVNOST

S fotoaparatom slikamo kvadrat, nato se zasukamo v desno in ga ponovno

1. slika 2. slika

slikamo, tako da navidezna razdalja od fotoaparata do fotografije ostane
nespremenjena. Slika kvadrata se spremeni. Ne le, da je sedaj kvadrat bolj
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na levi strani fotografije, ampak se sama slika ”deformira”. Ko smo prvic¢
fotografirali sta bili navpi¢ni stranici kvadrata enako oddaljena od foto-
aparata, zato sta na sliki enako dolgi. Pri drugi fotografiji pa je leva stranica
blizje, zato je na sliki daljSa od desne. Da bi razumeli, kako se prva slika
spremeni v drugo, si oglejmo obe fo-
tografiji s pticje perspektive. Tocka
F' predstavlja fotoaparat. Obe Crti
sta od tocke F' oddaljeni toliko, kot

je navidezna slika od fotoaparata, 1. slika
in tako predstavljata obe fotografiji.

Kjer zveznica med tocko F' in objek- 2. slika
tom seka premici, nastane navidezna

slika. Sedaj je tudi jasno, kako iz F

ene fotografije dobimo drugo. Preslikava iz ene slike na drugo, ki jo do-
bimo na zgoraj opisan nac¢in, se imenuje perspektivnost. Definicijo seveda
posplosimo Se na ostale razseznosti.

Definicija 4.41 Naj bodo V wektorski prostor nad obsegom O in
U,U’, T vektorski podprostori vV, da je U®T = U'®T = V. Preslikava
¥: PU — PU’, definirana s predpsiom 9(X) = (X @&T)NU’', se imenuje
perspektivnost s centrom T.

Vektorski podprostor 1" iz definicije imenujemo skupni komplement vek-
torskih podprostorov U in U’ v V. Seveda iz definicije sledi, da je dimU =
dim U’.

Treba se je prepricati, da je 9(X) res tocka v projektivnem prostoru PU’.

Z drugimi besedami, radi bi pokazali, da je vektorski prostor (X & T)NU’
enorazsezen. To sledi iz naslednje leme.

Lema 4.42 Naj bo ¥: PU — PU’ perspektivnost s centrom v T. Tedaj za
vsak X € PU velja X T =9(X)®T.
Dokaz: Za X € PU z uporabo leme 4.18 dobimo
IX)eT=(XeT)NnU)eT=XeT)NnU' aT)=
=XeT)NV=XaT.
O

Iz leme tako sledi, da je dim X = dim¥(X). S tem smo se prepricali, da
je vsaka perspektivnost dobro definirana. Poleg tega pa iz leme sledi tudi
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dejstvo, da je perspektivnost bijekcija, ki ima za inverz perspektivnost z
istim centrom.

Trditev 4.43 Perspektivnost ¥: PU — PU’ s centrom v T je bijekcija
katere inverz je perspektivnost 9': PU" — PU s centrom v T.

Dokaz: Po ravnokar dokazani lemi za vsak X € PU velja ¢'(¥(X)) =
N X)eT)NU =(XaT)NU. Ker je X < U, lahko uporabimo lemo 4.18
in dobimo ¥ (¥(X)) =X+ (I'NU) =X +{0} = X. O

Geometri¢na predstava perspektivnosti nam pravi, da bo perpektivnost ko-
linerne tocke preslikala v kolinearne. To je res, a velja Se ve¢. Perspektivnost
ni le kolineacija, ampak je projektivnost.

Izrek 4.44 Vsaka perspektivnost je projektivnost.

Dokaz: Naj bodo V vektorski prostor nad obsegom O, U ter U’ vektorska
podprostora v V' enake razseznosti in 7" njun skupni komplement. Naj bo
¥: PU — PU’ perspektivnost s centrom T. Izberimo bazo {z1,...,x%}
vektorskega prostora U in za vsak i € {1,...,k} oznac¢imo X; = Lin{z;}.
Za vsako projektivno tocko Y; = 9(X;) = (X; ® T) N U’ izberemo bazni
vektor y; € Y’. Tedaj obstajata skalar o; € O in vektor ¢; € T, da je
Y = oz + 1. Ce je a; = 0, je y, =t} oziroma ¥(X;) = Y; < T, kar ni res.
Torej je a; # 0 in zato oznacimo y; = ai_lyg ter t; = a;lt;. Tedaj je za vsak
i€ {l,...,k} vektor y; = x; + t;.

Definirajmo linearno preslikavo M: U — U’ na bazi {z1,...,2zr} s pred-
pisom M (z;) = y;. Prepricajmo se, da je 9y = 9. Naj bo X € PU
poljubna tocka in v njej izberimo nenicelni vektor x € X, ki ga razvijemo
po bazi x = ) | Mix;. Tedaj je

k k k k
r=Y Niwi=) Ny —t) =Y Ny — > Aiti =
i—1 =1 i=1 i=1
k k

k k
i=1 =1 =1 =1

k
= M({L‘) — Z )\ltl
=1

Torej je x = M(x) + t za nek vektor t € T, zato je Lin{M (z) +t} T =
Lin{M(z)} & T. Ker je Lin{M (x)} < U’, iz leme 4.18 sledi (Lin{M (z)} &
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T)NU" = Lin{M(x)} + (T NU') = Lin{M(z)} = MLin{z} = MX.
Zdruzimo ravnokar dokazane enakosti in dobimo

IX)=(XaT)NU' = (Lin{z}aT)NU’ = (Lin{Mz+t}eT)NU' = MX

kar smo zeleli pokazati. Morda le Se omenimo, da je linearna preslikava
M obrnljiva, kar sledi iz dejstva, da je ¥ obrnljiva. Namreé, inverz 9!
je tudi perpektivnost. Po ravnokar dokazanem obstaja N: U’ — U, da je
97! = V. Ker je id = 9o 9! = Uprn, je MN skalarna matrika. Torej
je M'N bijektivna in zato je M surjektivna. Surjektivna linearna preslikava
med enako razseznima vektorskima prostoroma je bijekcija. U

Ali je morda vsaka projektivnost perspektivnost? Zdi se nam, da ne, a kako
to dokazati? Odgovor bo sledil iz naslednje trditve.

Trditev 4.45 Naj bodo V wektorski prostor nad obsegom O in U,U" <V
podprostora enake razseinosti. Vsaka toc¢ka iz preseka PU NPU’ je negibna
tocka vsake perspektivnosti PU — PU’.

Dokaz: Naj bosta 9: PU — PU’ perspektivnost s centrom T in X €
PU N PU’' poljubna tocka. Ker je X < U’, je po lemi 4.18

IX)=(XaT)NU' =X+ (T'NU') =X+ {0} = X.
O

Vendar pa obstajajo projektivnosti, ki nimajo lastnosti iz zgornje trditve.
Potrdimo to z zgledom. Naj bodo @ poljuben obseg, V = O3 trorazsezen
vektorski prostor ter U = {0} x 02 in U" = O x {0} x O dvorazsezna podpro-
stora v V. Po zadnji trditvi je {(0,0)} x O negibna tocka vsake perspektiv-
nosti PU — PU’. Projektivnost 9;: PU — PU’, kjer je linearna preslikava
M : U — U’ podana s predpisom M (0,z,y) = (y,0,z), nima negibne tocke.
Denimo, da je Lin{(0,z,y)} = Yam(Lin{(0,z,y)}) = M Lin{(0,z,y)} =
Lin{(y,0,x)}. Tedaj obstaja A € O, da je (0,z,y) = A(y,0,z). To pa je res
le, ¢e je x =y = A = 0, kar ni mozno.

Lahko pa vsako projektivnost med razlicnima projektivnima premicama v
projektivni ravnini zapiSemo kot kompozitum dveh perspektivnosti.

Trditev 4.46 Naj bodo V' wvektorski prostor nad poljem O (O # Fs) raz-
seznosti dim' V' = 3 in p, q razliéni projektiont premici v PV. Za vsako pro-
jektivnost ¥: p — q obstajajo projektivna premica r v PV in perspektivnosti
Yi:p—1rterdair — q, dajed =102 07.
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Pripomnimo, da je pogoj o razliénosti projektivnih premic potreben. V
nasprotnem primeru bi bila tocka v preseku projektivnih premic r in p =
q negibna tocka kompozituma 99 o ¥;. Ravnokar pa smo razmislili, da
obstajajo projektivnosti brez negibnih tock.

Dokaz: Ker je O # T3, ima vsaka projektivna premica v PV vsaj stiri
tocke. Izberimo tri razlicne tocke A, B in C na p, ki niso presecisce
pNgq. Oznacimo A’ = 9¥(A), B’ = 7
¥(B) in ¢’ = ¥(C). Naj bo r pro-
jektivna premica skozi tocki A’ in
B. Naj bo T7 presecisce projektiv- T,

nih premic AA’ in BB’. Naj bo

Y1: p — r perspektivnost s cen- A

trom T7. Tedaj je 91(4) = A’ in - C’ q
¥1(B) = B. Naj bosta C" = 9,(C) Al B

in T presecisce projektivnih premic
BB’ in C'C”. Naj bo ¥2: 17 — ¢
perspektivnost s centrom 715, zato je
02(14/) = A, 792(3) = B/ in 192(0//) = C/. Tedaj je 792(191(14)) = 192(14’) = A/,
Y2(¥1(B)) = ¥2(B) = B’ in ¥2(91(C)) = 92(C") = C’. Ker se projektivno-
sti ¥ in Y9 0 Y1 ujemata na projektivnem ogrodju {A, B, C'} za projektivno
premico p, sta enaki. O

D

C//

b

Posledica 4.47 Naj bodo V' wvektorski prostor nad poljem O (O # Fy)
razseznosti dim'V = 3 in p ter q razlicni projektivni premici v PV. Ce je
¥: p — q kompozitum konéno mmnogo perspektivnosti, je enak kompozitumu
(najveé) dveh perspektivnosti.

HOMOGENE KOORDINATE

V projektivnem prostoru bi radi tocke zapisali v nekaksnem koordinatnem
sistemu, podobno kot to storimo v vektorskem prostoru in kot smo to storili
v afinem prostoru z afinimi koordinatami. Seveda bi radi, da je koordinatni
sistem odvisen od to¢k v projekivnem prostoru in ne od izbire vektorjev v
vektorskem prostoru.

Pokazali smo, da je projektivnost med n-razseznima projektivnima pro-
storoma dolo¢ena z vrednostmi v n+2 tockah, ki tvorijo projektivno ogrodje.
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To nam da misliti, da lahko vsako tocko projektivnega prostora zapiSemo s
pomocjo n + 2 tock, ki tvorijo projektivno ogrodje.

Naj bo torej V' vektorski prostor nad poljem O razseznosti dimV = n. Po
lemi 4.38 za projektivno ogrodje {Xy,...,X,} za PV obstajajo vektorji
r; € X;, da je xg = x1 + -+ + x,. Naj bo X < V poljubna tocka pro-
jektivnega prostora PV. Poljuben nenicelen vektor x € X razvijemo po
bazi {x1,...,z,}; torej z = aqzy + - - - + apxy,. Tocki X priredimo n-terico
(a1,..., ). Pridefiniciji n-terice smo naredili dve izbiri. Izbrali smo vek-
torje x; € X; in vektor x € X. Ali je n-terica res neodvisna od teh dveh
izbir? Hitro razmislimo, da temu ni tako, saj za nenicelni vektor v X lahko
izberemo Az za katerikoli nenicelni skalar A € 0. Za dobro definiranost ko-
ordinat v mnozici vseh nenicelnih n-teric O™ — {0} vpeljemo ekvivalen¢no
relacijo na naslednji nac¢in:

(a1,...,an) ~ (B1,...,0n) natanko tedaj, ko obstaja A € O — {0},
da je B; = Ao za vsak i € {1,...,n}.

Ekvivalené¢ni razred, ki vsebuje nenicelno n-terico (ayq,...,ay,), oznac¢imo z
[a1: ... ay) in jo imenujemo homogene koordinate tocke X. Pokazimo
sedaj, da je predpis [.]: PV — (O™ — {0})/~, podan kot

X =Lin{aqzy + -+ apzp} = [ag: ..y,

dobro definiran.

Trditev 4.48 Naj bosta V' vektorski prostor nad poljem O razseznosti n in
{Xo,..., Xy} projektivno ogrodje za PV. Naj bodo x;,y; € X; taki, da je
To=T1+ A+ Ty inyo =Y+ -+ yn. Ce sta Dy amy in Yo By
nenicelna vektorja v X € PV, obstaja A € O, da za vsak i € {1,...,n} velja
Bi = )\Oéj.

Dokaz: Ker sta xg,yo € Xo, obstaja skalar v € O, da je yo = vzo. Ker sta
Yo oqxin Yo By v X, obstaja skalar § € O, da je

Z Biyi = 5(2 ;) = 5(2 aiyyi) = Z(&Vﬂ)yi-
i=1 i=1 i=1

=1

Mnozica {yi,...,yn} je baza vektorskega prostora V, zato za vsak i €
{1,...,n} velja B; = dayy. Ker je O polje, je tako §; = (07)a; za vsak
ie{l,...,n}. O
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Trditev 4.49 Naj bosta V' wvektorski prostor nad poljem O razseznosti n
in {Xo,..., X} projektivno ogrodje za PV . Preslikava [.|: PV — (O™ —
{0})/~, definirana s predpisom

X =Lin{aqzy + - -+ apzn} = o o0 g,

je bijekcija.

Dokaz: Predpis je surjektiven, saj se v [ : @ ay] preslika tocka Lin{agz; +
coot apTpt

Cese X = Lin{ojz +---+apz,} in Y = Lin{p1x1 +- - -+ Bpxy, } preslikata
v isto tocko, obstaja A € O, da je 5; = Aa; za vse i € {1,...,n}. Torej je
fix1+ -+ Prxn = Maqxy + -+ + apxy) in zato X =Y. O

Sedaj, ko tocke projektivne geometrije lahko podamo s homogenimi koordi-
natami, lahko zapiSemo vlozitev afinega prostora v projektivni s koordina-
tami. Naj bodo V vektorski prostor nad poljem O razseznosti dimV = n,
W < V vektorski podprostor korazseznosti 1, a € V — W in A =a+ W.
Izberimo bazo {x1,...,zn,—1} prostora W. Za x, = a je {z1,...,z,}
baza prostora V. Ce poljuben vektor v bazi za V zamenjamo z vektor-
jem xg = r1 + ...+ z,, ponovno dobimo bazo za V. Od tod vidimo, kako
podati projektivno ogrodje za PV. Definiramo Xo = Lin{z1 + ... + z,}

in za ¢ € {1,...,n} definiramo X; = Lin{z;}. Zgoraj smo razmislili,
da poljubna n terica vektorjev iz {xq,...,z,} tvori bazo za V. Tako
nobena n-terica tock iz {Xo,...,X,} ne lezi na isti hiperravnini. To-

rej je {Xo,...,Xn} projektivno ogrodje za PV. Spomnimo se, da je v
afini bazi {a,a + x1,...,a + zp_1} za A tocka (ay,...,an—1) € A enaka
(1 - Z?:_ll aj)a+ar(a+x1) + ...+ ap—1(a + x,—1). Torej je vlozitev
l: A— PV podana kot

n—1
Hag,...;op—1) =[oq: ...t apo1: 1 — Zai].
i=1

Katere tocke so tocke v neskonénosti? Po definiciji so to tiste tocke, ki niso v
sliki vlozitve [, to pa so tisti enorazsezni vektorski podprostori X, ki lezijo v
W. Tocka X < V lezi v W natanko tedaj, ko v razvoju nenic¢elnega vektorja
x € X po bazi {z1,...,x,-1,a} vektor a ne nastopa. Torej je [ag: ... : ay]
tocka v neskonc¢nosti natanko tedaj, ko je au, = 0.
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DVORAZMERJE

Naj bo V vektorski prostor nad poljem O razseznosti dim V' = 2. Oznacimo
projektivno premico PV s p. Naj bodo A, B in C tri razli¢cne tocke na
p. Po definiciji je {A, B, C'} projektivno ogrodje za p in zato po lemi 4.38
obstajajo nenicelni vektorjia € A, b € Bin c € C, da je ¢ = a+b. Za tocko
D € p, razliéno od A, in poljuben nenicelen d’ € D obstajata «, 3 € O, da je
d =aa+pb. Ceje f=0,jed=aain zato D = A, kar smo predpostavili,
da ni res. Torej je 8 # 0 in zato je d := B~ 'd' = B aa+ b = Aa + b, kjer je
A = B~ 'a. Homogene koordinate tocke D v projektivnem ogrodju {C, A, B}
so tako [a: B] = [A: 1]. Spomnimo se, da so homogene koordinate dolocene
do mnozenja s skalarjem. Ce torej zadnji skalar v homogenih koordinatah
postavimo na 1, je prvi skalar natanko dolo¢en s tocko D in projektivnim
ogrodjem {C, A, B}.

Definicija 4.50 Skalar A\ imenujemo dvorazmerje tock A, B, C in D
in ga oznacimo D(A, B,C,D) = \.

Trditev 4.51 Projektivno ogrodje {C, A, B} projektivne premice p in dvo-
razmerje D(A, B, C, X) natanko doloc¢ajo tocko X na p.

Dokaz: Tocka X je, zapisana v homogenih koordinatah v projektivnem
ogrodju {C, A, B}, enaka [D(A, B,C, X): 1]. O

Iz definicije dvorazmerja je jasno, da se vrednost spremeni, ¢e vrstni red
tock na premici zamenjamo.

Trditev 4.52 Za razlicne tocke A, B, C in D na projektivni premici velja

a. D(B,A,C,D)=D(A,B,D,C)=D(A,B,C,D)"! in
b. D(A,C,B,D)=D(D,B,C,A) =1—-D(A,B,C,D).

Dokaz: Oznac¢imo A = D(A,B,C,D). Naj bodoa € A, b€ B,ce€ C in
d € D taki nenicelni vektorji, da jec=a+bin d = Aa + b.

e Iz zgornjih enakosti dobimo ¢ = b+ a in A™'d = A"'b +a. Za d' = a,
bV =bcd=cind =X1dveljad =V +d ind =\ +d. Torej je
D(B,A,C,D)=\"'=D(A,B,C,D)"%.
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e Ker je d = Xa + b, ozna¢imo o’ = Xa, b/ = bind =d. Takoje d =c =
a+b=\"1d +V, zato je D(A,B,D,C) =D(A,B,C,D)"L.

e Ker je b = —a + ¢, ozna¢imo @/ = —a, V) = b in ¢ = c¢. Tedaj je
d=Xa+b=Xa+(—a+c)=AN—1a+c=(1-Nd +. Zato je
D(A,C,B,D) =1 - D(A, B,C, D).

e Za dokaz zadnje enakosti lahko uporabimo ze dokazane. Torej je
D(D,B,C,A)=D(B,D,C,A)"' =D(B,D,A,C)=1—-D(B,A,D,C) =
=1-D(A,B,D,C)"'=1-D(A,B,C, D).

Seveda lahko tudi to enakost pokazemo direktno brez uporabe prejsnjih
enakosti. Iz ¢ = a+b in d = Aa + b najprej izracunamo zvezo med d, b in c.
Torej d =Xa+b=Ac—b)+b=(1— )b+ Ac oziroma A\c = (A —1)b+d.
Oznacimo b’ = (A —1)b, ¢ = Acin d’' = d. Tedaj je (1 — XN)da = (1 —N)d +
A=1)b=(1-Nd +V. Ce oznacimo a’ = (1 —A)Aa, je @’ = (1 —N)d' + 1.
O

Katere transformacije projektivne premice ohranjajo dvorazmerja? V defi-
niciji dvorazmerja nastopata seStevanje vektorjev in mnozenje s skalarjem.
Ti dve operaciji se ohranjata z linearno preslikavo, s semilinearno pa ne, zato
lahko domnevamo, da projektivnosti in tako tudi perspektivnosti ohranjajo
dvorazmerja, kolineacije pa ne.

Trditev 4.53 Naj bosta V in V' vektorska prostora nad poljem O razsez-
nosti dimV = dim V' = 2. Naj bodo 9p;: PV — PV’ projektivnost in A, B,
C in D razlicne tocke na PV. Tedaj je D(Vp(A), Va1 (B), I (C), Ip (D)) =
D(A, B,C, D).

Dokaz: Oznac¢imo A = D(A,B,C,D). Naj bodoa € A, b€ B,ce C in
d € D taki nenicelni vektorji, da je c = a+0b in d = Aa+b. Preslikava M je
linearna, zato je Mc = M(a+b) = Ma+ Mbin Md = M(Aa+b) = \Ma+
Mb. Ker so tako Ma € MA =9y (A), Mbe MB = 9y(B), Mc e MC =
Ip(C)in Md € MD = 9(D) taki nenicelni vektorji, da je Mc = Ma+Mb
in Md =AMa + Mb, je ’D(ﬁM(A),19M(B),19M(C>,19M(D)) =\ O

V dokazu vidimo, da kolineacija v splosnem ne ohranja dvorazmerja. Ce
je namre¢ f avtomorfizem polja O, ki pripada semilinearni preslikavi M, je

Dokazali smo, da je vsaka perspektivnost projektivnost, zato tudi perspek-
tivnosti ohranjajo dvorazmerja.
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Trditev 4.54 Naj bosta V' wektorski prostor nad poljem O razseznosti 2
m 9 PV — PV projektivnost, razlicna od identitete. Tedaj je ¥ involucija
(92 = id) natanko tedaj, ko obstajata razlicni tocki A, B € PV, da je 9(A) =
B in 9(B) = A.

Dokaz: Naj bo ¢: PV — PV involucija. Ker je ¥ # id, obstaja A € PV,
da je 9(A) = B # A. Ker je ¥ involucija, je A = 92(A4) = 9(J(A)) = 9(B)
in B =9%(B) = 9(9(B)) = 9(A).

Denimo, da obstajata razliéni tocki A, B € PV, da je ¥(A) = B in ¥(B) =
A. Naj bo C € PV razlicna od A in B. Ker 9 ohranja dvorazmerija, je

D(A, B,9(C),C) = D(¥(A),d(B),0%(C),9(C)) = D(B, A, 9*(C),9(C)).
7 uporabo leme 4.52 tako sledi
D(A, B,9(C),C) = D(A, B,9*(C),9(C))~! = D(B, A,9(C),9*(C)).

Ker je (zadnja) tocka natanko dolocena z dvorazmerjem, je ¥?(C) = C,
torej je ¥ involucija. O

S pomocjo dejstva, da perspektivnosti ohranjajo dvorazmerja, lahko defi-
niramo dvorazmerje Sopa Stirih razlicnih projektivnih premic v projektivni
ravnini. Naj bo V vek-
torski prostor nad poljem O
razseznosti dimV = 3. Naj
bodo p, g, r in s razlicne pro-
jektivne premice v projektivni
ravnini PV, ki se sekajo v sku-
pni tocki O. Naj bo t poljubna
projektivna premica v PV, ki
ne gre skozi O. Ker so p, q,
r, s in t projektivne premice v
projektivni ravnini, se paroma
sekajo v natanko eni tocki. Tocke A = pNt, B = gNt, C = rNtin D = sNt so
razli¢ne in lezijo na isti projektivni premici, zato lahko izra¢unamo njihovo
dvorazmerje D(A, B,C, D). Ker bi radi ta skalar proglasili za dvorazmerje
Sopa projektivnih premic, se moramo prepricati, da je neodvisen od izbire
premice t. Naj bo t' Se ena projektivna premica v PV, ki ne gre skozi
O. Oznacimo A’ = pnNt', B =qgnt, C'" =rnt in D' = snNt. Te-
daj za perspektivnost ¥: t — t' s centrom O velja ¥(4) = A', 9(B) = B/,
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J(C) = C" in ¥(D) = D'. Ker perspektivnost ohranja dvorazmerje, je
D(A,B,C,D)=D(A",B',C'",D").

Definicija 4.55 Naj bo V' wektorski prostor nad poljem O razseinosti
dim V' = 3. Naj bodo p, q, r in s projektivne premice v projektivni ravnini
PV, ki se sekajo v isti tocki O. Naj bo t projektivna premica v PV, ki
ne gre skozi tocko O. Dwvorazmerje 3opa premic je D(p,q,r,s) =
DpNt,gNt,rNt,sNt).

Spomnimo se, da nam preslikava +: PV — PV* preslika premice, ki gredo
skozi isto tocko, v kolinearne tocke. Torej imamo dvorazmerje tock pt, ¢,
r* in s na projektivni premici O+. Pokazimo, da je to dvorazmerje enako

dvorazmerju Sopa premic.

Trditev 4.56 Naj bo V' wvektorski prostor nad poljem O razsezZnosti dimV =
3. Naj bodo p, q, v in s projektivne premice v projektivni ravnini PV, ki se
sekajo v isti tocki. Tedaj je D(p,q,r,s) = D(p*,q*-,rt, st).

Dokaz: Oznacimo A = D(p, q,r, s). Naj bo t projektivna premica v PV, ki
ne gre skozi skupno prese¢isée premic p, ¢, r in s. Naj bodoa € A =pnNt,
be B=qgqNt,ce C=rNtind e D = sNt taki nenicelni vektorji, da
jec=a+bind= Aa+b Oznacimo u = D(p*,q¢t,r+, st) in izberimo
netrivialne funkcionale o € pt, B € ¢-, y€rtind € st, dajey=a+f

ind=pa+p.

Spomnimo se definicije zgornjega anhilatorja. Vsak funkcional V' — O iz
p* preslika dvorazsezen prostor p v 0. Torej je a(a) = 0. Ker pa je a
netrivialen, je a(b) # 0. V nasprotnem primeru bi a v 0 preslikal Lin{p U
{b}} = V. Enako razmislimo za ostale funkcionale. Torej velja

0=7(c) = (a + B)(a+b) = a(a) + a(b) + B(a) + B(b) = alb) + B(a)
0= 8(d) = (na+B8)(Aa+b) = pa(Aa)+pua(B)+B(Aa)+B(5) = uala)+AB(a).

Prvo enakost pomnozimo z p ter ji odstejemo drugo in dobimo (u—\)S(a) =
0. Po zgornjem razmisleku je 5(a) # 0, zato je A = p. O
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HARMONICNA CETVERKA

Definicija 4.57 Naj bo V' dvorazsezen vektorski prostor nad poljem O
karakteristike k(O) # 2. Razliéne tocke A, B, C in D na projektivni
premici PV tvorijo harmoniéno cetverko, ce je njihovo dvorazmerje

D(A, B,C, D) = —1.

Kot pri definiciji dvorazmerja je tudi tu vrstni red tock pomemben. Iz
enakosti D(B, A,C, D) = D(A,B,D,C) = D(A,B,C,D)~! (Trditev 4.52)
pa sledi, da ¢e so tocke A, B, C' in D harmoni¢na ¢etverka, so tudi B, A, C
in D harmonié¢na ¢etverka ter tudi A, B, D in C. Niso pa A, C, B in D, saj
je D(A,C,B,D) =1-D(A, B,C,D) = 2, kar je v obsegu O s karakteristiko
k(O) # 2 razli¢no od —1.

Izrek 4.58 Naj bo l: A — p vloZitev afine premice A v projektivno
premico p. Naj bodo a,b,d € A razliéne tocke in C € p (edina) tocka v
neskoncnosti. Potem so A =1(a), B=1(b), C in D =[(d) harmonicna
cetverka natanko tedaj, ko tocka d razpolavlja daljico ab.

Dokaz: Tocke A, B in C so razlicne, zato je {B,C, A} projektivno
ogrodje projektivne premice p. A D B
Oznacimo D(C, A, B, D) = A. Te- //

daj je ¢ := b—a smerni vektor afine ald/ b A
premice A, zato je d = Ac+a =
AMb—a)+a = (1—N)a+Ab. Z upo- ¢ c
rabo enakosti iz trditve 4.52 do-
bimo

D(A,B,C,D)=1-D(A,C,B,D)=1-D(C,A,B,D)"' =1 - X1,

Tocke A, B, C in D tvorijo harmoni¢no ¢etverko natanko tedaj, ko je 1 —

A1 = —1 kar je natanko tedaj, ko je A = % To je natanko tedaj, ko je

d=(1—-XNa+ A= 1(a+b) oziroma d razpolavlja daljico ab. O

Denimo, da imamo podane tri razlicne tocke na projektivni premici. Za-
stavimo si nalogo, poiskati ¢etrto tocko na premici, da bodo skupaj tvorile
harmonicno ¢etverko.

Trditev 4.59 Naj bo V' wvektorski prostor razseznosti dim'V = 3 nad poljem
O karakteristike k(O) # 2. Naj bodo p projektivna premica v PV in A, B
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in C' razlicne tocke na p. Naj bosta q poljubna projektivna premica v PV,
ki je razlicna od p in gre skozi C', in O tocka, ki ne leZi ne na p ne na q.
Oznacimo X = AONgq, Y =BONgq, Z=AYNBX in D =pnN0OZ. Tedaj
so A, B, C in D harmonicna cetverka.

Dokaz: Afino ravnino vlozimo v projektivno ravnino PV tako, da bo CO
premica v neskoncnosti. Naj bo-

sta torej] W = C @& O in a €

A poljuben nenicelen vektor. Te- O

daj je za standardno vlozitev [: a +

W — PV premica W = C & O

premica v neskoncénosti. Naj bodo s
b,c,d,o,x,y,z € a+ W, dajel(b) =
B, l(c) = C, I(d) = D, l(o) = O, p

I(z) =X, 1(y) =Y inl(z) = Z. A D\ B\.. O~U4

Po konstrukciji vlozitve afine ravnine a+W v projektivno PV se projektivni
premici AX in BY sekata v tocki O, ki je v neskon¢nosti. Torej sta afini
premici ax in by vzporedni v afini ravnini @ + W. Prav tako se projektivni
premici AB in XY sekata v neskon¢nosti, zato sta afini premici ab in xy
vzporedni. Torej je abxy paralelogram in diagonali ay in bx se razpolavljata.
Tudi projektivna premica DZ seka premici AX in BY v neskonénosti, zato
je dz vzporednica afinima premicama ax in by, ki gre skozi razpolovisce
diagonal paralelograma abxy, zato je d razpolovisce daljice ab. Po prejsnjem
izreku je tako A, B, C in D harmonicna Cetverka. O

STOZNICE

Stoznica v evklidski ravnini R? je mnozica nicel kvadratnega polinoma
p(z,y) = ax?+2bzy+cy?+2dr+2ey+ f. Ali obstaja razsiritev p: PR3 — R,

da diagram na desni komutira? Preslikava [: R? — 9 D

3 . .. . . R R
PR° je standardna vlozitev afine ravnine v projek- T
tivno. Seveda je smiselno zahtevati zveznost presli- e
kave p. To pomeni, da je za vsako tocko (x,y) € D

R? — {(0,0)} limita limy 400 p(A\z, \y) = p[z: y: 0]. PR3
Vendar gre skoraj za vsako tocko limita ¢ez vse meje; v primeru elipse in
parabole pa celo za vsako tocko. Torej z zvezno razsiritvijo ne bo nic.

Pri definicije stoznice nas ne zanimajo vrednosti polinoma p, ampak le mno-
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zica njenih nicel. Morda pa obstaja razsiritev ¢: R?® — R, da diagram na levi

R2 p R komutira. Preslikava i: R? — R? je vlozitev R? na rav-
A nino z = 1. Da bo mnozica ni¢el v PR? dobro defini-
i ,/’/ rana, za preslikavo ¢ zahtevamo, da ¢e je ¢(z) = 0, je
4 g(Az) = 0 za vse A € R. Tokrat obstaja vec razsiritev,
R3 ki zadoscajo pogoju. Morda najbolj naravna je
217 Ta b d] [z
q(z,y, 2) = ax® + 2bzy + cy® + 2dxz + 2eyz + f22 = |y b ¢ el |y
z d e f| |z

Naj bo V vektorski prostor nad poljem O in fiksirajmo bazo {x1,...,z,}
za V. Vektorski prostor V bomo od sedaj naprej na naravni nacin enacili z
vektorskim prostorom O"; vsakemu vektorju v priredimo stolpec n skalarjev,
kjer i-ti skalar jasno predstavlja koeficient pri baznem vektorju z; v razvoju
vektorja v.

Definicija 4.60 Naj bosta V(= O™) wektorski prostor nad poljem O
razseznosti dimV = n in M € O™" simetricna matrika. Preslikava
qu:V — O, definirana s predpisom qy(v) = vI Mv, je kvadratna
forma na V', ki pripada matriki M.

Definicija 4.61 Bilinearna preslikava ®: V x V. — O, za katero velja
Drr(u,v) = Ppr(v,u), se imenuje simetriéna bilinearna forma na
vektorskem prostoru V.

Naj bo {x1,...,z,} baza za vektorski prostor V in M simetri¢na matrika.
Tedaj je ®p7: V xV — O, podana s predpisom ®(u,v) = u? Mwv, simetri¢na
bilinearna forma.

Naj bosta ®: V x V — O simetri¢na bilinearna forma in {z1,...,z,} baza
za V. Za matriko M = [®(z;,2;)]1<ij<n tedaj velia ®(u,v) = ul Mw.
Pripadajoca kvadratna forma q¢p;: V. — O je tako podana s predpisom
qav(v) = @(v,v).

Lahko pa tudi iz kvadratne forme ¢: V' — O dolo¢imo pripadajoco sime-
tricno bilinearno formo in s tem tudi simeri¢no matriko. Namre¢, za po-
ljubna vektorja u,v € V velja

qu+v)=2(u+v,u+v)=2(u,u) +20(u,v) + ®(v,v) =
= q(u) + q(v) + 2@ (u,v),
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q(u—v)=0(u—v,u—v)=0(u,u) —2®(u,v) + ®(v,v) =
= q(u) + q(v) — 20(u, v),

zato je ®(u,v) = i(q(u +v) — qlu — y)) Torej je vseeno, ali podamo

simetricno matriko M (v bazi, ki smo jo fiksirali), kvadratno formo ¢ ali
simetri¢no bilinearno formo ®, saj ostala dva podatka lahko izra¢unamo.

Simetri¢ni matriki M in N sta si podobni, ¢e obstaja obrnljiva matrika @),
daje N = QT MQ.

Definicija 4.62 Kvadratni formi qyr,qn: V. — O sta ekvivalentni, ce
obstaja obrnljiva matrika Q, da je N = QT MQ.

Definicija 4.63 Naj bo q kvadratna forma nad vektorskim prostorom V'
razseznosti dimV = 3. Mnozico S; = {Lin{v} | v € V — {0}, ¢(v) = 0}
imenujemo stozZnica, ki pripada formi q.

Prej smo razmislili, da namesto s kvadratno formo ¢ lahko ekvivalentno
stoznico podamo s simetri¢no matriko M in jo oznac¢imo Sy ali pa s simet-
riéno bilinearno formo @ in jo izna¢imo Sg.

Primeri: e Naj bo ¢j/(v) = 0 trivialna kvadratna forma na V', ki pripada
nicelni matriki. Tedaj je Sps cela projektivna ravnina PV.

e Naj bosta V = O3 s standardno bazo in qus(z,y, 2) = 2% kvadratna forma,

0 00
ki pripada matriki M = [0 0 0. Tedaj je Sy = {[z: y: 0] | y, 2z € O}
0 01

projektivna premica (v neskonénosti) v PO3.

e Naj bosta V = 03 s standardno bazo in qus(z,y, 2) = 22 + y? kvadratna

[1 0 0

forma, ki pripada matriki M = |0 1 0|. Tedaj je Sy = {[0: 0: 1]} le
000

tocka v PO3.

e Naj bosta V = R3 s standardno bazo in qys(z,y,2) = 22 — y? kvadratna
[1 0 0

forma, ki pripada matriki M = |0 —1 0|. Tedaj je Spr = {[z: x: y] |
0 0 O

(z,y) € R? = {(0,0)}} U{lz: —z:y] | (z,9) € R* —{(0,0)}} unija dveh
projektivnih premic v PR3.

Vse kaze, da v primeru, ko rang matrike M ni maksimalen, ne dobimo
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”pravih” stoznic.

Definicija 4.64 Stoznica Sys je neizrojena, ce je rang matrike M ma-
ksimalen.

Vendar so tudi pri nekaterih neizrojenih stoznicah zatakne.

e Naj bosta V' = R3 s standardno bazo in qus(x, v, 2) = 224+y%+22 kvadratna
forma, ki pripada identi¢ni matriki. Tedaj je Sp; prazna mnozica. To, da
bi bila stoznica prazna, se nikoli ne zgodi v primeru kompleksnih vektorskih
prostorih — Se sploSneje v nobenem vektorskem prostoru nad algebrai¢no
zaprtim poljem. Ce polje ne bo algebrai¢no zaprto, bomo poleg neizrojenosti
za stoznico predpostavili Se, da je neprazna.

Definicija 4.65 Stoznici S in Sa v projektivni ravnini PV sta ekvi-
valentni, ée obstaja projektivnost 9: PV — PV, da je 9(S1) = Sa.

Trditev 4.66 Naj bosta qpr in qn ekvivalentni kvadratni formi na V. Tedaj
sta pripadajoci stoznici Syy in Sy ekvivalentni.

Dokaz: Ker sta ¢p; in gy ekvivalentni, obstaja obrnljiva matrika @), da je
N = QT"MQ. Naj bo X = Lin{z} € Sy, torej je qn(z) = 2T Nz = 0.
Tedaj je qu(Qz) = (Qz)TM(Qz) = 2T (QTMQ)r = 2" Nz = 0, in zato
Yo(X) = Lin{Qx} € Syr. Torej je ¥g(Sny) C Su in enako pokazemo, da je
ﬁél(SM) = Jg-1(Sum) C Sy. Torej za projektivnost ¥g: PV — PV velja
Yo(Sn) = Swm, zato sta stoznici Sy in Sy ekvivalentni. O

Vsaka simetri¢na matrika v C3*? maksimalnega ranga je podobna identi¢ni
matriki. Torej v PC3 do ekvivalence natanko obstaja ena neizrojena stoznica,
ki pripada kvadratni formi q(z,vy, 2) = 22 + y? + 22.

Med simetriénimi matrikami v R3*3 maksimalnega ranga pa obstajajo stirje
ekvivalenéni razredi. Matrike se loc¢ijo glede na Stevilo pozitivnih lastnih
vrednosti, tako da je vsaka realna simetri¢na matrika maksimalnega ranga
podobna eni od matrik

1 00 10 O 1 0 0 -1 0 O
0140f,j01 0,0 -1 0}),10 -1 0
0 01 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1

Za simetri¢no matriko M ocitno velja Syy = S_js, zato v realni projektivni
ravnini dobimo dve neizomorfni neizrojeni stoznici, od katerih pa je ena
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prazna. Torej imamo v PR? do ekvivalence natanko eno neprazno neizrojeno
2

stoznico, ki pripada kvadratni formi q(x,y, 2) = 22 + y? — 22.
Trditev 4.67 Naj bo V trorazsezen vektorski prostor nad poljem O karak-
teristike k(QO) # 2. Naj bosta S neprazna neizrojena stoZnica in p premica
v projektivni ravnini PV . Presek S N p vsebuje najvec 2 tocki. Ce je O
algebraicno zaprt, pa je presek vedno neprazen.

Dokaz: Naj bosta ®: V xV — O simetri¢na bilinearna forma in ¢: V" — O
kvadratna forma, ki pripadata neprazni neizrojeni stoznici S.

Denimo, da v preseku S Np obstajajo tri tocke, ki jih ozna¢imo A, B in C.
Po lemi 4.38 lahko izberemo nenicelne vektorje a € A, b € B in c € C, da
je ¢ = a+b. Ker sta tocki A in B na stoznici S, je ¢(a) = ¢(b) = 0. Tudi
C je na stoznici S, zato je

®(c,c) = P(a+b,a+b) = ®(a,a)+P(a,b)+P(b,a)+P(b,b) = 2®(a,b) = 0.
Velja k(O) # 2, zato je ®(a,b) = 0. Izberimo d € V, da je {a,b,d} baza

vektorskega prostora V. Matrika, ki pripada kvadratni formi ¢, zapisana v
bazi {a,b,d}, je

®(a,a) ®(a,b) P(a,d) 0 0 ®(a,d)
®(b,a) P(b,b) @(b,d)| = 0 0 O (b, d)
®(d,a) P(d,b) P(d,d) ®(d,a) P®(d,b) P(d,d)

Ker matrika ni polnega ranga, je S izrojena, kar je v protislovju s predpo-
stavko. 0

Oglejmo si primer neprazne neizrojene stoznice v PR3; torej je podane s
kvadratno formo q(z,y,2) = x? 4+ y?> — 22. Projektivna premica W; =
R? x {0} ne seka stoznice S. Pri standardni vlozitvi afine ravnine a + W; v

projektivno PR? je tako I(a + W) NS elipsa. (Glej spodnjo levo sliko.)

elipsa parabola hiperbola
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Projektivna premica Wy = {(x,y,2} € R® | x — 2 = 0} seka stoznico v eni
tocki {(x,0,7) € R? | z € R}. Pri standardni vlozitvi afine ravnine a + Wo
v projektivno PR3, je tako I(a + W1) N'S parabola. (Glej zgornjo srednjo
sliko.)

Projektivna premica Wy = {0} x R? seka stoznico v dveh tockah {(0,z, ) €
R? | z € R} in {(0,7,—z) € R® | x € R}. Pri standardni vlozitvi afine
ravnine a + W3 v projektivno PR3, je tako I(a + W3) NS hiperbola. (Glej
zgornjo desno sliko.)

Definicija 4.68 Projektivna premica p je tangenta na stoinico S v
tocki A, ce je presek SNp = {A}.

V naslednjem razdelku se bomo prepricali, da na neizrojeni neprazni stoznici
v vsaki tocki obstaja natanko ena tangenta.

POLARA

V tem razdelku naj bo O obseg s karakteristiko k(O) # 2 in V trorazsezen
vektorski prostor nad O. Naj bo § neprazna neizrojena stoznica v projek-
tivni ravnini PV, ki ji pripadata simetri¢na bilinearna forma ®: VxV — O
in kvadratna forma ¢: V — O.

Definicija 4.69 Polara tocke A € PV glede na stoznico S je mnoZica
pa = {Lin{z} | ®(x,a) = 0} kjer je a poljuben nenicelen vektor v A.

Zaradi linearnosti preslikave ® v drugem faktorju je mnozica p4 neodvisna
od izbire nenicelnega vektorja a € A.

Trditev 4.70 Naj bosta S neprazna neizrojena stoznica in A € PV po-
ljubna tocka. Polara pa je projektivna premica.

Dokaz: Naj bo ®: V x V — O simetri¢na bilinearna forma, ki pripada
stoznici S. Izberimo nenicelen vektor a € A. Tedaj je pq: V — O, definiran
s predpisom @, (x) = ®(x,a), linearen funkcional. Ker je S neizrojena, je
g netrivialen. Zato je pg = Ker ¢, < V dvorazsezen vektorski podprostor
oziroma projektivna premica v PV. O

Posledica 4.71 Naj bosta V' trorazsezen wvektorski prostor nad poljem O
karakteristike k(O) # 2 in S neprazna neizrojena stoznica v PV .
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a. Tocka A lezi na polari pg tocke B natanko tedaj, ko tocka B leZi na
polari pa tocke A.
b. Tocka A leZi na svoji polari pa natanko tedaj, ko je A € S.

Dokaz: Obe trditvi sta neposredni posledici definicije.

a. Tocka A = Lin{a} lezi na polari tocke B = Lin{b} natanko tedaj, ko je
®(a,b) = 0. Ker pa je ® simetri¢na, je to natanko tedaj, ko je ®(b,a) =0
oziroma B € p4.

b. Tocka A = Lin{a} lezi na polari p4 natanko tedaj, ko je ®(a,a) = 0. To
pa je natanko tedaj, ko je A € S. O

Trditev 4.72 Naj bosta S neprazna neizrojena stoznica in A € S tocka na
stoznici. Tedaj je polara pa tocke A glede na S tangenta na S v A.

Dokaz: Naj bosta ®: V xV — O simetri¢na bilinearna forma in ¢: V" — O
kvadratna forma, ki pripadata stoznici S. Ker je A = Lin{a} € S, je
®(a,a) = 0, zato je A € ps. Denimo, da je B Se ena tocka v preseku
SNpa. Zab € B je (b,b) =0, saj je B € S. Ker pa je tudi B € py, je
®(b,a) = ®(b,a) = 0. Naj bo ¢ € V poljuben vektor, da je {a,b, c} baza za
V. Matrika, ki pripada kvadratni formi ¢, zapisana v bazi {a, b, c} je

®(a,a) P(a,b) P(a,c) 0 0 d(a,c)
®(bya) P@(b,b) P(b,c)| = 0 0 (b, c)
O(c,a) P(c,b) P(c,0) ®(c,a) P(c,b) P(d,d)

Ker matrika ni polnega ranga, je S izrojena, kar je v protislovju s predpo-
stavko, da je v preseku S Np4 vet kot ena tocka. O

Trditev 4.73 Naj bo V trorazsezZen vektorski prostor nad poljem O karak-
teristike k(Q) # 2. Naj bosta S neprazna neizrojena stoznica v PV in A € S
poljubna tocka. Tedaj obstaja natanko ena tangeta na S v A.

Dokaz: Naj bosta ®: V xV — O simetri¢na bilinearna formain ¢: V — O
kvadratna forma, ki pripadata stoznici S. Iz prejSnje trditve sledi, da je pa
tangenta na S v tocki A. Naj bosta p Se ena tangentana S v Ain B € p
razlicna od A. Ker je p # pa, totka B & pa. Izberimo nenicelna vektorja
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a € Ain b € B, tedaj je p = Lin{a, b}. Vsako totko X € p, razli¢no od A,
lahko predstavimo z vektorjem x = Aa+ b za nek A € O. Ker je p tangenta,
X ¢ S in zato je

0# ®(z,z) = ®(Aa+ b, Aa+b) = 2A\P(a,b) + O(b,b).

Ker tudi B & pa, je ®(b,a) # 0. Zato za A\ = —®(b,b)(2®(a, b))~ ! velja
®(Aa + b, Aa + b) = 0, kar pa je protislovje. Torej obstaja le ena tangenta
na S v A. O

Trditev 4.74 Naj bosta V trorazseZen vektorski prostor nad poljem O ka-
rakteristike k(O) # 2 in S neprazna neizrojena stoznica v PV. Tocki
A, B € PV sta enaki natanko tedaj, ko sta polari pa in pp enaki.

Dokaz: Jasno iz enakosti tock sledi enakost polar. Denimo, da obstajata
razliéni tocki A in B, za kateri je pa = pg. Ce je pa = AB, je po posle-
dici 4.71 A € S in zato je p4 tangenta na S v A. Enako je pgp = p4 tangenta
na S v B, zato je A = B. To pa je v protislovju z naSo predpostavko. Torej
je pa # AB, zato izberimo C € py, razlitno od preseka p4 N AB. Izberimo
nenicelne vektorje a € A, b € B in c € C. Ker so tocke A, B in C nekoline-
arne, je {a,b,c} baza za V. Izra¢unajmo matriko M v tej bazi, ki pripada
neizrojeni stoznici S. Ker je

07" e 6 €] 1 07" o & €] [0
1 e ¥ ~v| |0 1 e ¥ ~v| |0
je matrika M oblike
a 6 0
M=16 B 0
0 0 v
Naj bo X = Lin{(d,e, f)} € pa Npp. Tedaj je
a1 a5 0771 a1 [a 5 07 [0
da+€6: e 5 B 0 O :0: (& 5 B O 1 :d(;-‘—eﬁ,
f 0 0 ~| |0 f 0 0 ~| |0

od koder dobimo e(a3 — 62) = 0 = d(a3 — 6%). Ker je matrika M maksi-
malnega ranga, je (a8 — 62) # 0, zato je e = d = 0. Torej je X = C' in zato
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je paNpp = C, kar je v protislovju z naso predpostavko. Zato razlicnima
tockama A in B pripadata razli¢ni polari. O

Trditev 4.75 Naj bosta V' trorazsezen vektorski prostor nad poljem O ka-
rakteristike k(Q) # 2 in S neprazna neizrojena stoznica v PV. Ce za tocko
A & S obstaja tangenta na S, ki poteka skozi A, potem obstajata natanko
dve tangenti na S, ki potekata skozi A.

Dokaz: Naj bo p tangenta na S, ki poteka skozi A. Po trditvi 4.72 je p
polara na S za tocko B = S N p. Po posledici 4.71 tocka B lezi na polari
pa toctke A glede na S. Zato vsako dotikaliS¢e tangente na S, ki gre skozi
tocko A, lezi na polari p4. Po trditvi 4.67 premica seka stoznico S v najvec
dveh tockah, zato obstajata najve¢ dve tangenti na S, ki gresta skozi A.

Ker tocka A ne lezi na stoznici S, je ®(a,a) # 0, zato A ne lezi na polari
pa. Torej pa poteka skozi tocko B, a ni enaka tangenti p na S v B. Po
trditvi 4.73 tako premica p4 ni tangenta na S, zato po trditvi 4.67 premica
p4 seka stoznico S v natanko dveh tockah. Oznac¢imo drugi presek s C. Ker
je C' € pa, po posledici 4.71 tocka A lezi na polari po. Po trditvi 4.72 je po
tangenta na S skozi C. Torej skozi tocko A potekata natanko dve tangenti
na S. 0

Kako geometriéno konstruiramo polaro?
1) Ce je tocka A na stoznici S, je polara p4 edina tangenta na S v tocki A.

2) Naj tocka A ne lezi na stoznici S. Izberimo taki razliéni tocki By, B € S,
da so tocke A, By in By nekolinearne. Za i € {1,2} naj bo p; projektivna
premica skozi A in B;. Vemo, da presek S N p; vsebuje najve¢ dve tocki.

2.1) Denimo, da je S Np; = {B;}. Tedaj je p; tangenta na S v tocki B;
in zato je polara tocke B; glede na S enaka p;. ;

Ker tocka A lezi na polari tocke B;, zaradi sime-
tricnosti tocka B; lezi na polari tocke A. V tem
primeru oznac¢imo D; = B;.

2.2) Denimo, da je SNp; = {B;, C;} za neko tocko C;. Naj bosta pp, in pc,
tangenti na S v tockah B; in C;. Tedaj sta pp, in
pc; tudi polari tock B; in C; glede na S. Naj bo
D; presek projektivnih premic pp, in pc,. Ker
tocka D; lezi na polarah tock B; in C; glede na S,
tocki B; in C; lezita na polari tocke D; glede na
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S. Ker je polara projektivna premica in je tako dolo¢ena z dvema tockama,
je polara pp, tocke D; glede na S projektivna premica skozi B; in Cj, kar
pa je ravno projektivna premica p;. Torej tocka A lezi na polari pp, in zato
tocka D; lezi na polari p4.

Nasli smo dve tocki Dy in Ds, ki lezita na polari p4 tocke A glede na S,
zato je polara p4 enaka projektivni premici skozi Dq in Ds.

Pokazali smo, da za vsako projektivno premico p obstaja najveC ena tocka
A, da je pa = p. Bralec se lahko preprica, da taka to¢ka vedno obstaja in
naj kot zgoraj za vsako premico konstruira njej pripadajoco tocko.

Trditev 4.76 Naj bo V' trorazsezZen wvektorski prostor nad poljem karak-
teristike k(O) # 2. Naj bodo S neprazna neizrojena stoznica v projektivni
ravnini PV, A € PV, ki ni na S, in p premica skozi tocko A, ki seka S v
tockah C in D. Za tocko B =paNp je A, B, C in D harmoniéna cetverka.

Dokaz: Oznac¢imo A = D(A, B,C, D). Po trditvi 4.52 je D(A, B,C, D) =
D(D,C, B, A), zato obstajajo vektorjia € A, b€ B,ce Cind € D, da je
b=d+ cin a = Ad + c. Izberimo vektor e € V', da je {c,d, e} baza za V.

Ker C,D € S, je c"Mc = d"Md = 0, kjer je M matrika, ki pripada stoznici
S v bazi {¢,d, e}. Torej lahko M zapisemo kot

0 a B
M= |la 0 v
B oy 0

za neke skalarje o, 5,7, € O. Ker je S neizrojena, je M maksimalnega
ranga, zato je a # 0. Ker B lezi na polari tocke A, je bT Ma = 0. Zato je

0=b"Ma=(d+c)"M(\d+c) =
=\d"Md+d"Mc+ A" Md+ "' Mc =
=(14+Nd " Mc=
=1+ Ao

Ker je a # 0, je A = —1. Torej tocke A, B, C' in D tvorijo harmoni¢no
cetverko. 0
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GEOMETRIJA NA STOZNICAH

Za razlicni tocki A, B € PV v projektivnem prostoru smo z AB oznacili
edino premico, ki poteka skozi ti dve toc¢ki. Oznaka AA v sploSnem nima
pomena. Ce pa je S neprazna neizrojena stoznica v PV in je A € S,
naj AA oznacuje edino tangento na S v tocki A. Oznako upravi¢imo z
naslednjim razmislekom. Ce na neprazni neizrojeni stoznici v PR? ali v
PC3 izberemo razliéni tocki A, B in tocko B posljemo proti tocki A, bo
premica AB ”skonvergirala” k tangenti na stoznico v tocki A.

Izrek 4.77 (Steinerjev izrek) Naj bodo V' vektorski prostor razsezZnosti
dimV = 3 nad poljem O karakteristike K(O) # 2 in A,B,C,;D € S
razlicne tocke na neprazni neizrojeni stoznici S C PV . Tedaj je dvoraz-
merje Sopa premic D(TA,TB,TC,TD) neodvisno od tocke T € S.

Dokaz: Po trditvi 4.67 premica seka neizrojeno stoznico v najve¢ dveh
tockah, zato so premice AT, BT, CT in DT razlicne. Poleg tega nobene
tri tocke izmed A, B, C' in D ne lezijo na isti projektivni premici, zato je
{4, B,C, D} projektivno ogrodje za PV. Izberimo vektorje a € A, b € B,
ceCinde D,dajed=a+b+c. Najbo M matrika v bazi {a,b,c}, ki
pripada neizrojeni stoznici S. Ker tocke A, B in C lezijo na S, je a’ Ma =
bI'Mb = c"'Mc =0 in zato je

0 a f
M=|a 0 v
B v O

za neke «, 8,7 € O. Lo¢imo dve moznosti.

e Tocka T € S je razliéna od tock A, B, C' in D. Dvorazmerje Sopa premic
TA, TB, TC in TD bomo racunali
na premici AB. Izberemo t € T.
Ker je {a,b,c} baza za V, lahko
zapiSemo t = xa + yb + zc za neke
x,y,z € O. Ker je A = [1: 0: 0],
B =1[0:1:0], C =[0:0:1], D =
[1:1:1]in T = [z:y: 2], je

C':=TCNA=|z:y:0],
D =TDNA=[x—z2:y—2:0].
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Ce je z = 0, tocke B, C in T lezijo na isti premici. To ni mozno, saj premica
ne seka neizrojene stoznice v treh tockah. Torej je z # 0. Enak razmislek
pokaze, da je tudi y # 0 in z # 0. Ce je x = y, tocke C, D in T lezijo na
isti premici, kar tudi ni mozno. Torej je x # y in enako pokazemo, da x # z
iny # z.

Za vektorje o/ = (2,0,0) € A, ¥ = (0,y4,0) € B, ¢ = (2,9,0) € C' in
d=(x—zy—z)eD veljacd =d +Vind =*=2d+ %b’. Zato je

(x —2)y
(y —2)x

Sedaj zelimo pokazati, da je to dvorazmerje neodvisno od tocke T oziroma
od skalarjev x, y in z.

D(TA,TB,TC,TD) = D(A,B,C',D') =

Ker sta D,T € S, za vektorja d = (1,1,1) in t = (z,y, 2) (zapisana v bazi
{a,b,c}) velja
T

1 0 a []T1
1 g~ ol 1
in -
x 0 a B Jz
0=t"Mt= |y a 0 7| |y| =2(axy + Brz + vyz).
z B v 0] [z
Ker je k(0) # 2, je a4+ B+~ = 0 in azy + Brz+vyyz = 0. Ce prvo enakost
pomnozimo z —zy in enakosti sestejemo, dobimo g:z;g = —%. Skalarja 3

in v sta neodvisna od tocke T'. Tako je dvorazmerje D(T'A,TB,TC,TD) =
—g neodvisno od tocke T, ¢e je le ta razlicna od tock A, B, C' in D.

e Naj bo T enaka eni izmed tock A,

B, C ali D. Zaradi simetrije lahko
predpostavimo, da je T' = A. Dvo- §
razmerje Sopa premic TA = pa, T'B,

TC in T'D bomo izracunali na pre-

mici BC. Tangenta na S v tocki A~

je polara

x 1T0a,837

pa={Lin{|¥|}]| |0 |a O 7| |¥| =ay+Bz =0}
z 0 B v 0] [z
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Zato je A := py N BC = [0: — f:a]in D' := ADNBC = [0: 1: 1].
Za vektorje o/ = (0,—f8,a) € A, b = (0,5,0) € B, ¢ = (0,0,a) € C in
d = (0,a,a) € D' veljacd =ad +b ind =d + O‘T#gb’. Zato je

B
a+p8
Ker D € M, je a+ 4+~ = 0 oziroma o + § = —~. Torej je dvorazmerje

D(TA,TB,TC,TD) = —g kot v primeru, ko T ni enaka eni izmed tock A,
B, C ali D. Torej je dvorazmerje res neodvisno od izbire tocke T'€ §. 0O

D(TA,TB,TC,TD) =D(4,B,C,D') =

Steinerjev izrek nam omogoca, da lahko definiramo dvorazmerje tock na
stoznici.

Definicija 4.78 Naj bo S neprazna neizrojena stoznica. Dvorazmerje
razli¢nih tock A,B,C,D € § je D(A,B,C,D) = D(TA,TB,TC,TD),
kjer je T' € S poljubna tocka.

Tudi v tem v tem primeru definiramo harmonié¢no ¢etverko enako kot pri ko-
linearnih to¢kah. Kako pri danih treh tockah A, B in C na neprazni neizro-
jeni stoznici konstruiramo ¢etrto, da bodo tvorile harmoniéno ¢etverko? Naj
bo tocka X presek polar p4 in pp. Vemo, da sta p4 in pp edini tangenti na
S, ki gresta skozi tocko X. Zato premica X C seka stoznici S v dveh tockah.

Z

B

Oznac¢imo drugo presecisce z D. Iz trditve 4.76 sledi, da so totke X, Z :=
ABN XC, C in D harmoni¢na ¢etverka. To pomeni, da je

—1=D(X,Z,C,D)=D(AX,AZ,AC,AY) =D(A,B,C, D).
Tako smo dokazali naslednjo trditev.
Trditev 4.79 Naj bodo S neprazna neizrojena stoznica in A, B, C razlicne
tocke na njej. Nadalje naj bosta X presecisce polar pa Npp in D presecisce

stoznice S in premice CX, ki ni enako C. Tedaj so tocke A, B, C' in D
harmonicéna cetverka.
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Izrek 4.80 (Pascalov izrek) Naj bodo A, A', B, B',C,C" razlicne tocke
na neprazni neizrojeni stoznici S. Potem so tocke X = AB' N A'B,

Y =AC'NA'C in Z = BC'"NB'C kolinearne.

Dokaz: Izracunajmo dvorazmerje tock A, B, C in B’ na dva razlicna
nacina. Najprej ga izracunajmo kot dvorazmerje Sopa premic, ki gredo
skozi tocko A’, in to na premici AB’. (Glej spodnjo levo sliko.) Torej je
D(A,B,C,B") =D(AA,AB,AC,A'B) =
=D(A, X,D,B’),

kjer je D = A'\C N AB'.

Sedaj pa dvorazmerje izracunajmo kot dvorazmerje Sopa premic, ki gredo
skozi tocko C’, in to na premici CB’. (Glej zgornjo desno sliko.) Torej je
D(A,B,C,B") =D(C'A,C'B,C'C,C'B’) =
=D(E,Z,C,B),
kjer je E = C'"ANCB'. Torej je D(A, X, D, B") =D(FE, Z,C,B’). S pomodjo

te enakosti bomo primerjali dve dvorazmerji Sopov premic, ki potekajo skozi
tocko Y. Glej spodnji sliki.
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Velja

DYAYX,YD,YB)=D(YANAB ,YXNAB ,YDNAB YB NAB') =
=D(A, X,D, B

in

DYE,YZYC,YB)Y=D(YENCB,YZNCB,YCNCB',YB' NCB') =
=D(E,Z,C,B),

zato je D(YA,YX,YD,YB') = D(YE,YZ,YC,YB'). Ker je YA =YEFE
in YD =Y, sta enaki tudi premici na drugem mestu v dvorazmerju.

Torej je Y X =Y Z, kar pomeni, da so tocke X, Y in Z kolinerne. ]

Izrek 4.81 (Brianchonov izrek) Naj bodo p,p',q,q',r,r" razliéne tan-
gente na neprazni neizrojeni stoznici S. Oznacimo preseciica A = pNq/,
B=¢nr,C=rnp, A =pnqg, B=gnr inC' =r'"Np. Tedaj se
premice AA’, BB’ in CC' sekajo v isti tocki.

Dokaz: Najbodo P =pNS, P’ =p'NS,Q =qNS, Q' =¢NS, R=rNSin
R = 1'NS. Po Pascalovem izreku so tocke X = PQ'NP'Q,Y = PR'NP'R
in Z = QR'N Q'R kolinearne. Tocka D = px Npy lezi na polarah tock X in
Y, zato po posledici 4.71 tocki X in Y lezita na polari pp. To pomeni, da je
pp = XY. Enako dobimo, da je polara tocke ¥ = px Npz enaka pp = X Z.
Ker so tocke X, Y in Z kolinearne, velja pp = pg. Po trditvi 4.74 je zato
D = F in se tako polare px, py in pz sekajo v isti to¢ki. Spomnimo se,
kako konstruiramo polaro za toc¢ko X, ki ni na stoznici. Glej spodnjo levo
sliko. Izberemo dve premici, ki potekata skozi X. Torej PQ’ in P'Q.
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Polara px je tedaj premica skozi tocko A, ki je presek tangent na S v
tockah {P,Q'} = PQ' NS, in tocko A’, ki je presek tangent na S v tockah
{P",Q} = P'Q N S. Enako iz konstrukcije polare dobimo py = BB’ in
pz = CC'. Torej se premice AA’, BB’ in CC’ sekajo v isti tocki (zgornja
desna slika). O
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